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PRÓLOGO 


El estudio del Algebra Lineal, hace tan sólo unos 80 años, estaba destinado 
nada más a los estudiantes de Matemática y Física, aquellos que necesitaban 
conocimientos de la teoría de matrices para trabajar en áreas técnicas como estadística 
multivariada. 

En el Algebra Lineal se estudia ahora en muchas disciplinas debido a la 
invención de las computadoras de alta velocidad y el aumento general de las 
aplicaciones de la matemática en áreas que por tradición no son técnicas. 

En el presente libro en su 2da. edición, se estudia en el Capítulo I, la recta y los 
planos en R ? , en el Capítulo II se hace una revisión de los conceptos de Producto 
Cartesiano, de Relaciones Binarias y Funciones, en el Capítulo III se trata los Espacios 
Vectoriales, Subespacios, base, dimensión, en el Capítulo IV se trata todo lo referentes a 
Transformaciones Lineales, así como el Núcleo, Imagen, Base, Dimensión, 
Operaciones, Matriz Asociada a una Transformación y en los Capítulos V y VI, se trata 
del producto intemo, el proceso de GRAM - SCHMITD y las Formas Bilineales. 

La Lectura del presente trabajo requiere del conocimiento de un curso de 
matemática básica así como el cálculo diferencial e integral. Los temas expuestos en 
esta obra esta con la mayor claridad posible. 

Es un placer expresar mi gratitud a los siguientes profesores por sus valiosas 
sugerencias. 

♦ Lie. Juan Bemuy Barros ♦ Doctor Pedro Contreras Chamorro. 

♦ Lie. Antonio Calderón. ♦ Lie. Guillermo Más Azahuanche. 
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CAPÍTULO I 


1. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 
TRIDIMENSIONAL _ 

PRE-REQUISITOS.- Para la comprensión adecuada de este tema de rectas y 
planos en R 3 , se requiere de los conocimientos previos 
de: 

Sistema de coordenadas en el plano. 

Solución de sistemas de ecuaciones. 

Elementos de geometría del espacio. 

OBJETIVOS.- Establecer los fundamentos necesarios para el trazado de 
planos y rectas en el espacio, respecto a un sistema de 
coordenadas. Al terminar este capítulo el alumno debe ser capaz de: 

Describir el sistema coordenado en el espacio. 

Situar puntos en el sistema coordenado del espacio. 

Recordar las distintas formas de la ecuación general de un plano. 

Trazar un plano dada su ecuación, interpretando geométricamente. 

Hallar la ecuación del plano a partir de condiciones geométricas. 

Recordar que dos ecuaciones lineales simultáneas representan una recta 
en el espacio. (Sistema Compatible). 

Representar gráficamente una recta en el espacio. 

Hallar la ecuación de la recta en el espacio a partir de condiciones 
geométricas dadas. 
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SISTEMA DE COORDENADA RECTANGULAR EN EL 
ESPACIO- _ 


Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares, Pxy, Pxz y Pyz, que se 
cortan en un mismo punto O. En la figura identificamos los siguientes 
elementos geométricos. 




Los ejes generalmente son identificados por 
las letras X, Y, Z y se habla 
frecuentemente del eje X, del eje Y y del 
eje Z, donde. 

El eje X es la recta determinada por la 
intersección de los planos Pxy y Pxz, el eje 
Y es la recta determinada por la 
intersección de los planos Pxy y Pyz y el 
eje Z es la recta determinada por la 
intersección de los plano Pxz y Pyz. 


La dirección positiva se indica por medio de una flecha. Los ejes 
coordenados tomados de dos en dos determinan tres planos, llamados 
planos coordenados. 


Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 


b) PLANOS COORDENADOS.- 


_qo,o ¡ z)_ 

/' /I 


El plano coordenado XY que denotaremos 
por Pxy, es determinado por las rectas: eje 
X y el eje Y. 


& |P(x,y,4) 

I I I 


y Ak(x,o,o) 


El Plano coordenado XZ que denotaremos 
x,y,4) por Pxz, es determinado por las rectas: eje 

| X y el eje Z. 

/ B(0,y,0) Y pi ano coordenado YZ que denotaremos 

por Pyz, es determinado por las rectas: eje 
Y y el eje Z. 


Los planos coordenados dividen al espacio tridimensional en 8 sub¬ 
espacios llamados ociantes. 

Consideremos un punto P(x,y,z), cualquiera en el espacio tridimensional, 
a través de P(x,y,z) se construye tres planos, un plano perpendicular a 
cada uno de los ejes coordenados. 

Sea A(x, 0, 0 ) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje X, 
B(0, y, 0) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje Y, y sea 
C(0,0,z) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje Z. 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS- 


TEOREMA.- La distancia no dirigida entre dos puntos pi (x, .y, ,z,) y p 2 
(x 2 ,y 2 ,z 2 ) del espacio tridimensional está dado por: 
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Sea a = P\Pj un vector de origen p t y extremo 
P 2 , entonces: 


por lo tanto la longitud del vector a es: 


Ejemplo.- Hallar la distancia entre los puntos n, (-1,-2,2) y p 2 (2,4,-1) 


Solución 


Ejemplo.- Demostrar que los puntos pi (-2,4,-3), p 2 (4,-3,-2) y p 3 (-3,-2,4) 
son los vértices de un triángulo equilátero. 

Solución 

Los puntos pi , p 2 y p 3 son los vértices de un triángulo equilátero si: 
d(Pi,p 2 ) = d(pi,p 3 ) = d(p 2 , p 3 ), ahora calculando cada una de las distancias: 
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</(p 2 ,p 3 ) = V(~ 3 ~ 4) 2 +(-2-(-3 )) 2 +(4-(- 2)) 2 = V49 + l + 36=>/86 

Como las distancias son iguales, entonces los puntos Pi , p 2 y p 3 son los 
vértices de un triángulo equilátero. 


DIVISIÓN DE UN SEGMENTO SEGÚN UNA RAZÓN 
DADA- _ 


TEOREMA.- Si los puntos p, (x, ,y, ,z¡) y p 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) son los extremos 
de un segmento dirigido P[P 2 ; las coordenadas de un 

punto p(x,y,z) que divide al segmento p,p 2 en la Razón r = pjp + PP 2 es: 



x l +rx 2 y x +ry 2 z \ + rz 2 

x = — - ,y = — -.* = “77 > r 

1 + r _ 1 + r _Dfr_ 

Demostración 




{x,y,z) = ( 


Del gráfico se tiene: p ( p / / pp, => 3 r eR 

P 2 ( x 2>y2 ,z 2) tal que: p,p = rpp 2 , de donde 

p-p t = r(p 2 - p) al despejar p se tiene: 

P(x,y,z) p _ — 1 — (p ( + rp,), ahora reemplazamos por 

1 + r 

1 '> sus coordenadas respectivas: 


(x,y,z) = 777 ((^ 1 ,< z i ) + / '( x 2 ’y 2 > z 2 )) 
x, + rx 2 y, + ry 2 z \ + ^2 . ... 

' A- i—i _ -- —!- —\ r\r\r mnamciH c í* tirinri' 


1 + r ’ 

1 + r 

’ 1 +r 

Xj +rx 2 


y\ +ry 2 

1 + r 

, y = 

1 + r 


-—), por igualdad se tiene: 

1 + r 

W 2 z i +rz 2 . . 
-, z = —--, 
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Ejemplo- Hallar las coordenadas de los puntos de trisección del segmento 
cuyos extremos son (5,-1,7) y (-3.3,1) 


Solución 

P i(5,-1,7) 

- 1 -—- 1 --- 

A B 

< alculando las coordenadas del punto A se tiene: 


^ PiA P |A I 

! ~ — -_-~ entonces r= l A. por lo tanto se tiene: 

Apj 2p,A 2 


P 2 (-3,3,1) 


» 7 -'4 (3 > I ’ ¿ (l) 15 7 , ,5 

— r -J., • r-;, - 

2 2 2 * 


Ahora calculemos las coordenadas del punto B donde: r = 


p,B 2Bp 2 
Bp 2 Bp 2 


entonces r = 2 

_ 5 + 2(-3) 1 _ -1 + 2(3) 5 7 + 2(1) 9 15 9 

2 1 + 2 3’* 1 + 2 3 ’ ~ 1 + 2 ~ 5 ( ‘3 , 3’3 ) 

COROLARIO.- Si p(x,y,z) es el punto medio del segmento pjp.,, 

PiP 

entonces r =-= 1. Luego las coordenadas del punto 

PP 2 

medio son: 


.V, + ,V 2 

.. - v i + y2 

-1 +-2 

2 

5 > - 

2 

, z - 

2 


Ejemplo.- Los puntos extremos de un segmento son p, (-2,1,4) y p 2 (3.2.-1). 

Hallar la coordenadas del punto medio del segmento p¡p-, 

Solución 
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Sea p(x,y,z) el punto medio de pi y p 2 entonces: 

x , +* 2 _ -2 + 3 _ i .. yi + y 2 _ 1 + 2 _ 3 z i +z 2 _ 4 ~ 1 _ 3 

2 22 ’' 2 22 ’ 2 22 

1 3 3 

entonces p(—) 

2 2 2 

1A ÁNGULOS DIRECTORES, COSENOS DIRECTORES Y 
NÚMEROS DIRECTORES.- _ 

—> 

Consideremos el vector a = (a ( , a 2 , a 3 ) en el espacio tridimensional y los 

ángulos a, p y y formados por los ejes coordenadas positivos y el vector 

-> -» -+ -+_-* -+ ■+ . , 
a =(a,,a 2 ,a 3 ); es decir: a = ¿{i, a), = a), y=/C(k, a). Si a IIL 

—► 

(recta) donde a =(a,,a 2 ,a 3 ) diremos que: 



i) ai, a 2 , a 3 son los números directores de la recta L. 

ii) Los ángulos a, (3 y y se llaman ángulos directores de la recta L, y son 
formados por los rayos positivos de los ejes de coordenadas y la recta, 
respectivamente. 
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TEOREMA.- La suma de los cuadrados de los cosenos directores de una 
recta L es igual a 1, es decir: eos 2 a + eos 2 {3 + eos" y = i 

Demostración 

Aplicando la parte 2.5, se tiene: 

X“y X i y 2 — Vi Z-> Z\ 

eos a = —- — , eos fi =- , eos y = ———, de donde 


'i- ,/r 2 Sea L una recta que pasa por los 

r + “*7f I puntos pi (x yi ,Z|) y p 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ). 

p \ T / 4 Si d(p,,p 2 )=!IPiP 2 II y a, p y y son los 


ángulos directores de la recta L, entonces se 


tiene: eos a 


d( Pi ,p 2 ) 


eos p = ———, eos y = ——— 
d(Vi, p 2 ) ¿(P 1 .P 2 ) 


Los ángulos directores toman valores entre 0 o y 180°, es decir: 
0 o < a, p, y < 180°. 


A los cosenos de los ángulos directores de la recta L, es decir: eos a, 
eos p, eos y, se denominan cosenos directores. 


EXPRESIONES DE LOS COSENOS DIRECTORES DE 
UNA RECTA DETERMINADOS POR DOS DE SUS 
PUNTOS.- 


1.6. RELACIÓN ENTRE LOS COSENOS DIRECTORES DE 
UNA RECTA.- 
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d = 7u 2 - *1 } 2 + (>2 - y\) 2 + ( z 2 - z i ) 2 » P° r lo 1 


eos a + eos* p + eos y = --y— +--j 


( x 2~*l)' (^2 — 3^1) , ( z 2~~ z i T d 




d l 

2 „_ 2 


eos a + cos p + cos y = l| 

OBSERVACIÓN.- Si a = (a,, a 2 , a 3 ) es un vector dirección de la recta L, 
donde || a || = -\a] + a 2 +a] , entonces: 

—> -A 

—^ —* I 2L d\ * 

a = ¿<i.a) => cosa =— : — =- => a, = II a IIcosa 


i . a 

«1 

1 

B) 1 

l|a|| 

y'- a 

a 2 

1 

B) i 

l|a|| 

—► 

A: .a 


l|a|| 

l|a|| 


a =(|| a || cosa, || a ||cos/?, || a ||cosy)=|| a || (eos a, eos P, eos y). 

LA RECTA. ~ 


LA RECTA EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL.- 


—> 

Dado un punto Po( x o>3o• z o) y un vector a =(a,,a 2 ,a 3 ) no nulo, 
llamaremos recta que pasa por p 0 (x 0 .3o > 2 o) paralela al vector 


a = (a,,a 2 ,a 3 ) al conjunto. 
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! . 8 . ECUACIÓN VECTORIAL DE LA RECTA.- 


v P(x f y,z) 


Sea L la recta que pasa por el punto 
p<i(x 0 ,y 0 ,Zo) paralelo al vector 
—> 

a =(a|,a 2 ’ a 3) 

Si p(x,y,z) de R 3 es un punto cualquiera de la 


\ lt + n # ' 

f = ( a i.° 2 .0 3 ) recta L, entonces el vector p 0 p es paralelo al 

/ \> - — - 

j _ ^P 0 = ( x 0 -y 0 ' z o) vector a , es decir: p 0 p// a o 3 t e R tal 

/O\ Y que: PoP = t a > de donde p-p n =t a 

entonces p = Po +t a , por lo tanto la recta L 
_ es d ado por: 

L = {P = p 0 +1 a /t e R } ecuación vectorial de la recta L. 

Ejemplo.- Hallar la ecuación vectorial de la recta L que pasa por el punto 

—> 

(4,0,5) y es paralela al vector a = (1,-1,3) 

Solución 

Como la ecuación vectorial de la recta es: L = { p 0 +t a/ 1 e R } 

reemplazando los datos se tiene: L = {( 4 , 0 , 5 ) + f(l,-l,3)// e /{} 

OBSERVACIÓN.- Para cada par de puntos distintos de R 3 , hay una y solo 
una recta que pasa por ellos. 

Ejemplo.- Hallar la ecuación vectorial de la recta que pasa por los puntos 
P, (1,3,5) y P 2 (4,2,7). 

Solución 

La ecuación vectorial de la recta, está dado por: L = {p\+t P\ Pi /1 e R }, 


donde p t p 2 = (3-1,2) 


L = {(1,3,5) + /(3,-l,2)/r e /?} 
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OBSERVACIÓN. Consideremos la recta L = { p 0 + /a !t e R }. Un punto 
P de R 3 pertenece a la recta L si p = p 0 +ta para 

algún t en R, es deci r: 


—> 

p e /- <=> P = Pu +1 a para algún t real 


1.9. ECUACIÓN PA RAMÉTRICA DE LA RECTA EN EL 
ESPACIO.- 


—r 

Consideremos la ecuaci ón vectorial de lauecta L. L = {P n + t a/t e R} 

De la observación anteri or se tiene: PeL o P = P 0 +t a , para algún t e R 

1 - • ■ ■ i 

de donde, al reemplazar i wr las coordenadas de P, P 0 y de las componentes del 
—> 

vectora se tiene: (x,y,;z) = (x 0 , y 0 , Zo) +1 (a,, a 2 , a 3 ), es decir: 

Íx = x 0 +a,í 

i: y = yo+a 2 t , te R 

Z = Zq + t 

Las cuales se conocen con el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta L. 

Ejemplo.- Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa por el 
punto (5,3,2), paralela a! vector a = (4, 1 .- 1) 


Solución 

«bao ->b j oCamihuq ¡ ob, : .0* ¡í ,0*s 

Las ecuaciones paramétricas de la recta L son: 


x = 5 + 4/ 

£:• y = 3+t , t e R 

z = 2-t 
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OBSERVACIÓN 


Las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa por 
el par de puntos ,z,) y P 2 (- V 2 >>' 2 ’ z 2 ) es( á 

dado por: 


Ejemplo.- Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa 
por los puntos P| (1,2,1) y P 2 (5,-1,1) 

Sol«ci6a 


De acuerdo a la observación se tiene que las ecuaciones paramétricas de la 
recta L son: 


1.10. ECUACION SIMETRICA DE LA RECTA 


Consideremos las ecuaciones paramétricas de la recta L 


Suponiendo que o, * 0, a 2 * 0, a 3 * 0 , despejando el parámetro t de cada 


de donde por igualdad 


ecuación tenemos: t 
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x -*0 >’ ~ - v 0 z ~ 2 o 


Que se denomina ecuación simétrica de la recta L. 

Ejemplo- Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta paralela al 
vector a = (4,-3,2) que pasa por el punto (2,5-1) 

Solución 

x—2 y~5 z+1 

= S etiene L: -= = ~ 

como L: - 4-3 2 

n¡ «2 a 3 

OBSERVACIÓN- 

Q Si a 3 = 0, la ecuación simétrica de la recta L se escribe en la forma 


x-x 0 y-y 0 __ 

L: -- =- A z ~ z o 




0 S i a , = 0 a a 3 = 0 . La ecuación simétrica de la recta L se escribe en la 


forma. 


L: x = Xo a z - zp 


Ejemplo- Hallar la ecuación simétrica de la recta L que pasa por P 0 (-LL1) 

paralela al vector a =(2,0,1) 

Solución 


como L : 


x- x 0 y-y o z _£o_ 


ecuación simétrica de la recta L y como 


“1 ~2 J _ 

. ,. x ~ x o. _ ± A y = Va , ahora 

=0, la ecuación de esta recta es L. 


x+\ z-1 _j 

reemplazamos por los datos se tiene. L- ^ j 
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PARALELAS y ORTOGONA LES.-J 

Las relaciones de paralelismo y ortogonalidad entre dos rectas se da 
comparando sus vectores direccionales. 

Consideremos las ecuaciones vectoriales de dos rectas. 

—> 

= {p 0 +ta/teR] y L 2 ={q 0 +A.b/ÁeR) 




OBSERVACIÓN.- 


La lecta Z, y la recta Z, son ortogonales 
(Z., _L Z 2 ) sí y sólo si sus vectores 
direccionales son ortogonales, es decir: 



Si L, y L, son paralelas (L, // L 2 ), entonces L, = L, ó L, n L 2 = 

Si L, y L 2 no son paralelas (L, KL 2 ), entonces L, n L 2 = <)> (las rectas 
se cruzan) ó L, n L, consta de un solo punto. 


Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 
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Ejemplo.- La recta Z, = {(1,2,-1) + í(5 -2,-3)//e R\ es paralela a la recta 
L 2 = {(l,-3,2) + A(-10,4,6)//l e R} puesto que el vector dirección 
-> —> 

de Z,, a = (5,-2,-3) es paralelo al vector b = (-10,4,6) que es el vector 
dirección de la recta Z 2 . 

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la recta L que intercepta en ángulo 
rectoa la recta L, = {(1,2,3) + t(2,1,-1) /1 e R} y que pasa por el 
punto A(2,0,l). 

Solución 



Si AP A. a => AP. a = 0 


1 

(2t - 1, 2 +1, 2 -1) . (2,1,-1) = 0 => 4t-2 + 2+t-2 + t = 0=>f = - 


por lo tanto AP = = ~(—1,7,5). 


Luego L = {(2,0,1) + Z(-l,7,5) I k e R¡ 
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U2. ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS.- 



Consideremos las ecuaciones de dos rectas 

¿i={ Po +l a// e R ! y ¿2 = {<7 o +/ b,t e R ! 

Un ángulo entre las rectas L, y L 2 se define como el 

— > 

ángulo formado por sus vectores direccionales a y 

b , es decir: (Z,, Z 2 ) = ,¿( a, ¿>) = #, y es dado pol¬ 
la fórmula. 


eos 9 = — -— , 0 < 0 < jt 

II a || || 6 || 


Ejemplo.- Encuéntrese un ángulo formado por las rectas 

= {(l, 3 ,- 2 ) + /(3,-6,9)// e R} y Z 2 = {(2,1,7) + >1(1,-3,4 )/A e /?} 

Solución 

Como 6= = ¿(z,b) donde a=(3,-6.9), ¿>,= ( 1 ,-3,4) entonces 

- a.¿ (3,-6,9).(l,-3,4) 3 + 18 + 36 57 

" 5 =6 ^1 


eos 0 = 0.99587 de donde 0 = árceos (0.99587) 


1.13. DISTANCIA MÍNIMA ENTRE DOS RECTAS (RECTAS 
QUE SE CRUZAN).- __ 

—> — > 

Si Z, ={ /> 0 +/ a/f e 7?} y L 2 ={q 0 + A b/ A<= R) son dos rectas no paralelas 
(rectas que se cruzan), entonces a la distancia mínima entre las retas L| y L 2 
denotaremos por ¿7( Z,, Z 2 ) y es definido como el segmento perpendicular 
común a ambas rectas. 


Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 
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Si las rectas Li y 1 _ 2 se cruzan, quiere decir que existen planos paralelos que 
contienen a las rectas L| y L 2 respectivamente. 













Eduardo Espinoza Ramos 


j 1.14. T EOREMA.- 

—> —> 

Sean fl/í e fi | y ¿ 2 ={(/ 0 + A b / A e R \ dos rectas no paralelas 

(rectas que se cruzan). 

Demuestre que la distancia mínima entre L| y L 2 está dado por: 




{ a xb 


B¡ Q o 


Demostración 

Presentaremos en un gráfico, en forma 
intuitiva a Ir- dos recias que se cruzan sin 
*~2 interceptarse y sin ser paralelas del gráfico 
observamos que la distancia mínima entre 
las rectas L) y L 2 es: “La longitud del 

\ p Q |_ vector proyección de ft sobre a xb , lo 
—*'q cual es expresado en forma matemática por: 


d =|| Po '^ xt> \\ II (a x b ) ||, de donde d{L l ,L 2 ) 

II (a -v ) 11 2 


II (a •' b) || 


Ejemplo.- Calcule la distancia perpendicular entre las dos rectas 

x - 1 v - 2 f + 1 

oblicuas dadas por las ecuaciones L :-= ’- --, y 

5 3 2 

x+ 2 y + 1 z - 3 
= = —— 

" 4 2-3 

Solución 

Escribiendo las rectas dadas en forma vectorial se tiene: 

= {(1,2-1) + r(5.3.2)/ / e Pf y = {(-2 -1,3) + ^(4,2,-3) / A e /?}, la 

distancia entre L, y es dado por: 


R< cta\y Planos en el Espacio Tridimensional 
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= ■ P ° q ^' ^ — , donde: p 0 (1,2,-1), q 0 (-2,-1,3) => P 0 <7 0 =(-3,-3,4) 
|| (a x ¿») || 

además a = (5.3,2), ó =(4,2,-3), entonces: 


i j * 

a.r b = 5 3 2 =(-13,23,-2) => 
4 2-3 


a*ó || = V702 


p 0 q 0 .ax b =39-69-8 = -38, por lo tanto: 

„„ , , 

^ 11,7 i, “ 7702 “ VTO2 

II (a * 0)11 

OBSERVACIÓN.- Si las rectas L, y L 2 son paralelas, entonces 
d(L i ,L 2 ) = d(P,L 2 ), donde P es un punto cualquiera 
de la recta L\. 

[Ti 5. TEOREMA.- 

—) 

Demostrar que la distancia del punto P a la recta L t ={ p 0 +1 a/1 e R ¡es dado 


d(p,L) = 


¡WPoPtfW a ¡I 2 -(PoP-aT 


Demostración 

Hacemos un dibujo intuitivo, para su interpretación, entonces. En el triángulo 
A P 0 P se tiene: 
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p 



d(P,L) 



_ A 

n ex 

L 


& - ¿ (PoP< a) => eos 9 = - 


ftf-a 


además sen 9 = 


d(P,L) 


de donde d(P, L) =|| PoP || sen 0 


d (/?.¿) =)l PoPII 2 sen'9=\\ p 0 p\\ 2 ( 1 -cos 2 9) 


=11 W II 2 (1--) =)| ^|| 2 -líl. ±1 

\\PoP\\ 2 \\ a || 2 || a" |¡ 2 


_ 11 PoPWW a ¡I 2 ~(/> 0 /?.a ) 2 

II •> ii 2 


d{p,L) -■ 


llP»pña\\ 2 <PoP-*) 2 


Ejemplo.- Hallar la distancia del punto P(3,l - 2 ) a la recta 
x_+\ y + 2 z+l 

i ~ i "T 

Solución 

Escribimos la recta en forma vectorial: L = {(-1,-2,-í) + t( 1,1, 1 ) /1 e R; 


La d(p,L) es dada por: d(p,L)=- 


I Polifila ||-(p 0 /?.a ) 2 


donde p 0 (-1,-2,-1) y p(3,1 -2) entonces = ( 4 , 3,-1 ),a =( 1 , 1 , 1 ), 

PoP .a =4 + 3-1 = 6 , || PoP\\ = >/26 , || a ¡|= V 3 
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d( P ,L)=- 


I PoP iñl a IIH A)P- a) : _ ^26(3) -36 _ Í42 _ 


1.16. PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE 
UNA RECTA.-_ 


—► 

Consideremos una recta Z.,={ p ü +t a// e R } y un punto p, que no pertenece a 
la recta L. 

Entonces la proyección ortogonal del punto p sobre la recta L es el punto A de 

la recta L, al cual denotaremos proy r L de tal manera que el vector AP sea 
ortogonal a la recta L. 

D | Observando el gráfico se tiene: 

Pi'V / _„ ■ 

\ X 9 pp pp 

n / P q A = proy" de donde A - P 0 = proy 

N a a 

Xa 'tí 

/p A = P 0 + proy H : P . Ósea: 

]A 

/ P 0 A = proy'l = p 0 + proy™’ 

/ a 

Ejemplo.- Hallar la proyección ortogonal del punto P(2,-l,3) sóbrela 
recta L = {(0,-7,2) + t (3,5,2) /1 e R{ 


-£(2,-1,3) 


Solución 


A = p 0 + proyí" p , donde p 0 p = (2,6,1) 




a = ( 3,5,2) => « = V38 


(2,6,1). (3,5,2) 

A = (0,-7,2) +---.(3,5.2) 

38 


Po(0.-7,2) 
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6 + 30+2 

l = (0,-7,2) +-(3.5,2) entonces A = (0,-7,2) + (3.5.2) = (3,-2,4) 

38 

A (3,-2,4) 

1.17. EJERCICIOS DESARRQLLADOs7 

X> Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A (3,1,-2) y es 

... , x+1 y+ 2 z+\ 

peipendicular y corta a la recta L : -= 1 -=- 

1 1 1 

Solución 

Escribiendo en forma vectorial a la recta L= {(-«,-2.-1) +1 (1,1,1) /1 6 R} 

La recta pedida pasa por A(3,1 ,-2) cuya ecuación es: 


¿i = {(3.1,—2 ) + A(a.b.c)/A e R\ 
como L 1 L ( => (1,1,1 ).(a,b,c) = 0 => a + b + c = 0 


a + b + c = 0| ... (I 

Sea p e L a I., entonces p eL a p e L, de donde 
Si p e L => p(-l +1, -2 + t, -1 + t), p € L| => p(3 + la. 1 + Ib. -2 + le). 
entonces: (-1 + t, -2 +1, -1 + t) = (3 + >.a, 1 + Ib. -2 4 t c) de donde: 


-1 + / = 3+ 2# 
i-2+t = \ + Ab 
[-1 + / = -2 + Ac 


a-c b-a 


entonces 


c = 5b - 4a 
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de (1) y (2) se tiene: a= 2b, c =-3b, (a,b,c) = (2b, b.-3b) = b(2,l,-3) 
por lo tanto la recta pedida es: L = {(3,1,-2) + l (2,1,-3) / l e R¡ 

( 2 ) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (3,-3.4) y es perpendicular 

x + 2 y -3 z + 2 

a cada una de las rectas L, : -=-=-, y 

2-15 

x- 3 2 v-7 3-c 

: -= --=- 

1 2 -3 

Solución 

A las ecuaciones dadas escribiremos en forma vectorial 

L, = {(-2,3,-2) + t (2,-1,5) / t e RJ, y L 2 = {(3,7/2,3) + l (1,1,3)7 XeR}. 

Sea L la recta pedida que pasa por el punto (3,-3,4) es decir: 

L = {(3,-3,4) + P (a,b,c) / P e R¡ 

como L ± L|, L 2 entonces (a,b,c) -L (2,-1,5),(1,1,3) entonces 

(2,-l,5.(a,¿>,c) = 0 |2a-6 + 5c = 0 

(l,l,3).(«,6,c) = 0 ^ U+¿» + 3c = 0 

3 a a a 3 a a 

de donde c = -— , b = ~, (a,b,c) = (a,— -—) = —(8,1-3) 

8 8 8 8 8 

.-. L = {(3,-3,4) + t (8,1,-3) /1 e R} 

( 3 ) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto M(-1,2,-3) es perpendicular 

-> x -1 y +1 z-3 

al vector a =(6,-2,-3) y se corta con la recta : --- =-=- 


Solución 
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Escribiendo a la recia 
■v-1 >’+l z -3 

L, :-= ; -=-en forma vectorial 

3 2-5 

se tiene: 

L = {(1,-1,3) + t(3,2,-5)/t e R| 

Sea peLi aL^peLiaPeL. 

Si p 6 L| => p( 1 + 3t, -1 + 2t, 3 - 5t) para 
algún t e R 


como b = MP = P-M = (3t + 2, 2t - 3, -5t + 6 ) 

—> —» —► 

además aló => a. 6=0 ( 6 ,- 2 ,- 3 ).( 3 t + 2 , 2 t - 3 , - 5 t + 6)=0 

6(3t + 2) - 2(2t - 3) - 3(-5t + 6 ) = 0 => t = 0, ó = (2.-3, 6 ) 
por lo tanto: L={(-l,2,-3) + t (2,-3,6) / t e R} 

Dados los puntos A (3,1,1) y B (3,-2,4). Hallar el punto C de la recta 
L= {(l,-l,l) + t(l,l,0)/t € Rj tal que Z (AB,AC) = 60° 


Solución 



Sea C e L => C (1 + t,-1 + t, 1) 

—> —> —^ — 3 » 

AB. AC =|| AB |||| AC || eos 60", donde 

—^ ^ 

AB = (0,-3,3), AC = (/-2,/-2,0) 


I AB ||= 9 + 9 = 3 2 


V9 + 9 


4CJ|= 2(/-2) 2 = 2 1-2 


Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 


25 



—> —> —y —> 

Como AB. AC =|| AB\\\\AC || cos60°, reemplazando: 

6-3r = ÍyÍ2.y¡2\t-2\— => 1 1 — 2 | = 2 -1 de donde t - 2 < 0 como t<2 
2 

entonces C(1 + 1 ,-1 + t, 1), para t<2. 


Una recta pasa por el punto p( 1,1,1) y es paralela al vector a = (1,2,3), otra 

—► 

recta pasa por el punto Q(2,l,0) y es paralela al vector b= (3,8,13). Demostrar 
que las dos rectas se cortan y determinar su punto de intersección. 

Solución 

Sean L, = ¡(1,1,1) + t (1,2,3) / te R} y L 2 = {(2,1,0)+A. (3,8,13) / A. e R}. 
Las rectas L, y L 2 se cortan si y solo si 3 P 0 tal queP () eL| a L 2 como 
Po e L| a L 2 => Po e L| a P 0 e L 2 

Si Po e L, => P 0 ( 1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t) 

P„ e L 2 => P 0 (2 + 3A., 1 +SX, 133.) 



como P 0 es punto común a Li y L 2 

entonces: (1 + 1 , 1 + 2t, 1 + 3t) = (2 + 33., 1 + 83., 133.) 

1 + / = 2 + 3A 

i 1 + 2t - 1+ 8 A resolviendo el sistema se tiene t=4, 3.= 1 
11 + 3/ = 13a 

Luego el punto de intersección es P () (5,9,13) 


Dadas las rectas L,= ((3,1,0) + t (1,0,1)/ t é R} y L 2 ={( 1.1,1 )+3. (2,1,0)/3.£R J, 
Hallar el punto Q que equidista de ambas rectas una distancia mínima, además 
hallar ésta distancia. 
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B b = (2,1,0) 


Solución 


Sea A e L | => A (3 + t, 1, t), B e L 2 


a =(1,0,1) 


B( 1 + 2X, 1 + X, 1), .4B=B-A=(2A-t-Z A, 1-/) 


al.45 => a . /Ifi = 0, (1,0,1 ).(2X-l-2,X, 1 -t)=0, 


de donde 2 X - 2 t - 1 = 0 


b LAB=> b AB=0 => (2,1.0).<2A. -1 - 2, X, 1 -t) = 0=> SX - 2t - 4 = 0 ... (2) 


formando el sistema de ( 1 ) y ( 2 ) se tiene: 


2A-2r-¡ = 0 
5/i-2/-4 = 0 


resolviendo el sistema se tiene / = —, A = 1 

2 

„ , A + B 13 3 3 

como Q es punto equidistante de A y B entonces Q( -) = 0(-) 

2 4 2*4 

, , i Vó 

La distancia mínima d = —d(A,B) = - 

2 4 

Dadas las tres rectas L, = {(1,1,2) + t (1,2,0) / t e R¡ 

L 2 = {(2,2,0) +A.(l,-1,1)/ a £ Rj. 

L 3 = {(0,3,-2) + r(5,0,2)/ reR¡ 

Hallar la ecuación de una recta que corte a estas tres rectas L,, L 2 , L 3 en M, N 

—► —► 

y P respectivamente de tal manera que MN = NP. 

Solución 
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M e L,= {(1,1,2)+ t (1,2,0)/ te R} => M (1 + t, 1 + 2t, 2) 

N e L 2 = {(2,2,0) + X (1,-1,1) / X 6 R) => N (2 + X, 2 - X, X) 

P e L 3 = {(0,3,-2) + r (5,0,2) / r e R} => P (5r, 3, -2 + 2r) 

—► —► ^ 

como MN = NP entonces se tiene: MN = N - M =(X -1+1, -X - 2t+1, X - 2) 
—► 

NP = P-N = (5r - X - 2, 1 + X, 2r - X - 2), de donde 

(A-t+l, -3l.-2t+l, X-2)=(5r-X-2, l+X, 2r-X-2), por igualdad de vectores se tiene: 

A-t + l = 5r-A-2 ¡5r-2A+t =3 ...(1) 

■ -A-2t + l = l + A => 2A+2t= 0 ...(2) 

A-2 = 2r-A-2 2r-2A =0 ...(3) 

de ( 2 ) y (3) se tiene X = - 1 , r = X ahora reemplazamos en la ecuación ( 1 ). 

/ = -|. A = ^, r ' Lue g oAÍ (-f- 2 ’ 2 )’ P( 7’ 3 ’ _1) 

¿={ (-i.-2,2) + /(8,5,-l)//£/? } 
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Hallar la ecuación de una recta que pasa por p( 19,0,0) y corta a las 
rectas L, = {(5,0,-1) + t (1,1,1) /1 gR), y L 2 = {(-1,2,2) + \ (-2,1,0) /1 g R¡ 


Solución 



Sean A g L, = {(5,0,-l) + t (1,1,1) / 1 g R} => Mi + 5, t, t - 1) 

B g L 2 = {(-1,2,2) + X (-2,1,0) / A, g R} => B (-2X - I,Á. + 2,2) 

como los punto P, A, B son colineales, entonces. 

—> —> —> —> 

PA // AB => B r g R tal que PA = r AB de donde A-P = r(B-A) 
que al reemplazar por sus coordenadas se tiene: 

(t - 14, t, t - 1) = r(-2\ -1 - 6 , X -1 + 2, -t + 3) 

t-\4 = -2rA-rt-6r ...(1) 
por igualdad de vectores se tiene: t = Ar-rt + 2r ...(2) 

t-\ = -rt + 3r ...(3) 

3r + l r- 1 

de la ecuación (3) y (2) se tiene: t- -, A= -de la ecuación ( 1 ) 

r +1 r 

(1 + r) t + 2 rA. + 6 r = 14 reemplazando t y X se tiene: 

15 28 , 4 

3r+l+2(r-l) + 6r=14 => r = —, t = —, A= — 

11 13 15 
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luego a = PA = (t - 14, t, t - 1 ) para t = —, a =(---, —,—) 

13 13 13 13 

••• L= {(19,0,0) + t (-154, 28, 15) / 1 g R} 

Encuentre el punto de intersección de las rectas: L,= {-1,7,17)+ t(-l,2,3)/tGR( 

x-71 y z 

y ¿ 2 : -= - = — 

4 1 -5 

Solución 

Escribiendo la ecuación L 2 en forma vectorial. L 2 = {(7,0,0)+Ji(4,1,-5)/A.g R} 
Sea p g L, a L 2 aentonces p ¡g L| a p g L 2 . 

SipeLi => p(-l - 1 , 7 + 2t, 17 + 3t) a p g L 2 entonces p (7 + 4X, X, - 
5X) 


como p g Li a L 2 => (-1 -t, 7 + 2t, 17 + 3t) = (7 + 4X, X, -5k) 


-1-í =7 + 4^ 

7 + 2 t = A entonces t = -4 , A, = -1. Luego: p(3,-1,5) 

•17 + 3/ = -5^ 


Dadas las rectas no coplanares concurrentes en 0(1,-2,3), 

, x-\ y+2 z-3 „ x-\ 3-z x -\ y + 2 z-3 

-~T~ = ~r~’ L 2 : ~r = ~7 A y = -2,Ly—— = : — = —. 
2 2 1 3 -4 2 12 

Hallar la ecuación de una recta que pasa por el punto A(-4,2,6) y forma 

ángulos iguales con las rectas dadas. 

Solución 

Escribiendo las rectas dadas en forma vectorial. L, ={( 1 ,-2,3)+ t(2,2,1)/ tG R ¡, 
Lj = {(1,3,-2) + X (3,0,4) / X g R} y L 3 = {(1,-2,3) + r (2.1,2) / r g R} 

Sea L la recta pedida que pasa por el punto A (-4,2,6) es decir: 
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Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el puntó' p(7’,-2,9) y es 

x-2 y z+3 x+4 y-2 z 

perpendicular a las rectas L :-- = — =-, y L 0 : -= "-= — . 

1 2 -2 3 2 5 -2 

Solución 

—> —► 

Los vectores direcciones de L| y L 2 son a = (2,-2,3), b- (2,5,-2) 
respectivamente. 


Sea L la recta que pasa por el punto p(7,-2,9), luego la recta 
—* —> —> 

pedida L = {(7,-2,9) + te / teR), pero como L i L| , L 2 entonces c.L a , 
—> 

b entonces: 
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¡ J k 

c = ax^= 2-2 3 =(-11,10,14). 

2 5-2 

Por lo tanto: L = {(7,-2,9) + t (-11,10,14) /1 e R} 

Hallar la ecuación vectorial de la recta que intercepta en ángulo recto a las 
rectas L, = {(3,3,4) + t (2,2,3)/t e R} , L 2 = {(1,6,-1) + X (-1,2,0) / X e R}. 

Solución 



Sean A e L ( => A (3 + 2t, 3 + 2t, 4+3t), 

B e L 2 => B (1 -A .,6 + 2X,-1) 

como A,B son puntos sobre la recta L 
entonces el vector dirección de la recta L es 

a =AB=B-A de donde se tiene: 


a = (-2 - 2t - k, 3 + 2X - 2t, -5 - 3t) como L J_ L, , L 2 entonces: 


a .(2,2,3) = 0 Í-17/ + 2/Í = 13 

^ {-2/ + 5/1 = -8 

a .(- 1 , 2 , 0 ) = 0 


resolviendo el sistema se tiene t= -1, A.=-2, 


por lo tanto los puntos son A (1,1,1), B (3,2,-l), a = AB = B - A - (-2,-1,2). 
Luego la ecuación vectorial de la recta pedida es: 

L= {(1,1,1) + t(-2,-1,2 )/1 e R} 

Determinar una recta L tal que con las rectas L, ={(2,l,4)+t(l,l,0)/te R} 
y L 2 . — {(2+ a, 1 + a, 3 + a) / a e R) determinan un triángulo de área 5u 2 . 


Solución 
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Sea p 6 L| a L 2 => p e L, a p g L 2 j 
Si p g Li => p(2 + t, 1 + t, 4) 

p g L 2 => p(2 + a. 1 + a, 3 + a) 
como p e L| a Lj, entonces: 

(2+ t, 1 + t, 4) = (2 + a, 1 + a, 3 + a) 

2+t = 2 + a 

de donde: Il + / = l + a al resolver el sistema se tiene que: t = a=l 
4=3 + a 

por lo tanto el punto p es p (3,2,4), ahora tomemos en t cercano a p así como I 
t = 2 entonces el punto A de L 2 es A (4,3,4), 

además B 6 L| => B(2 + a, 1 + a, 3 + a) entonces se tiene: 

—► -* -¥ —► 

a = AB= B - A = (a - 2, a - 2, a - 1) por otra parte b = ÁP=P- A=(-l1,0) I 

además el área A = —1| a x b ||= 5 de donde || a x b ¡|= 10 entonces I 
2 

a 1 - 2a - 49 = 0 de donde se tiene: ar, =1-5-72, a, = 1 + 5-72 por lo tanto j 
las rectas pedidas son: L- {(4,3,4) + /(-l + 572, -1 + 5V2, 5s¡2)/taR'¡ 

L = {(4,3,4) + /(-l-5>/2, -1-5V2, -5s¡2)/teR) 

14) Sea A( 1,1,2) un punto y supongamos que la recta L tiene por ecuaciones 
paramétricas a: x = 4-t, y = 5 + 3t. z = 3 + t, t e R, encontrar un punto B 
en L, tal que el vector A - B y la recta sean perpendicular. 

Solución 
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_b=P 0 A 


Sea L = {(4,5.3) + t(-l,3,l)/t e RJ 


b = P 0 A =A-P 0 =(-3,-4,-1) 


W - proy a 


-> -» 

b a . b 
- =-. a 


P 0 B = 


(-1,3, l).(-3, -4,-1) 


.(-1,3,1) 


-► 3-12-1 10 10 30 10 

P fí B =-= —(-1,3,1) = (—,- — ,-—) 

11 11 11 11 11 


10 30 10 


10 30 10 


P () B = B - P 0 = => «< 4 + 77’ 5 - —’ 3 -77> 


11 11 11 


11 11 11 


54 25 23 
11 11 11 


(Tí) Determinar los ángulos entre una recta L paralela al vector a =( 1 , 1 , 1 ) y los 


ejes coordenadas. 



Solución 


- 7 

' L Sea L = {P 0 +t a/leí}, donde 

—I 

a =(1,1,1) es la dirección de la recta L y 


1 = 73 , 


entonces: 


a, 1 

eos a =-= —p 


a - arccos(— j=) 

v3 
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eos p = = -L => p = arccos(- 7 =) 

Hall 75 75 


a 3 1 . 1 , 

eos y = = -= => f = arccos(" 7 f) 

IIMI 75 75 


Hallar la longitud del menor segmento horizontal (paralelo al plano XY) que 
une las rectas = {( 1 , 2 , 0 )+ /( 1 , 2 , 1 )/' 6 y h = {( 0 , 0 , 0 )+ 2 (l,l,l )/2 e B} 


Soluciofl. 


iL 1 L 2 . ¿,={(l, 2 , 0 ) + f(l,2,l)//e*} 

/ / ¿ 2 = {(0,0,03 + AOJ.l)/X e R¡ 

--- J B Si AeL| =? A(l+1, 2 + 2t, t), B e L, => B(X.X.X) 

/ como AB ¡ I al plano XY entonces X = t. 

' Luego A(l + t,2 + 2t, t) y B (t, t, t) 

d= || /IB ||= Jl+(/ + 2) 2 +0 de donde/(/) = V^+4/+ 5 


/’(/) = — = 0 => / = _2 número critico. 

Vi 2 + 4/ + 5 


rf = || /IB H= Vl + 0 + 0 = 1 => d = l 

Dadas las rectas ¿j = {(1,—2,5) + /(2,3,—4)//e B¡ y 

¿ 2 = {(-2,1,2)+ 2(0,1,2)/ A e /?}. Hallar la ecuación de la perpendicular común. 

Soluciófl 

Las rectas L| y Lj no son paralelas, es decir L| X L>. 
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Ahora veremos si 3 peL, aL 2 => p e Li a p e L 2 . 

Si p e L| => p (1 + 2t, -2 + 3t, 5 - 4t), p e L¡ => p (-2, 1 + X, 2 + 2X) 

(1 + 2t, -2 + 3t, 5 - 4t) = (-2, 1 + X, 2 + 2X) de donde 

2 

1 + 2 / = -2 ~ 2 
15 

-2 + 3/ = l + 2=> i2 = — 

2 

5-4/ = 2 + 22 13 

2 = — 

2 

por lo tanto las rectas L, y L 2 son rectas que se cruzan. 

¡ j k 

a = 2 3 -4 

0 1 2 

L = {(1,-2,5) + t (10,-4,2) / t 6 R¡ ; V = {(-2,1,-2) + X (10,-4,2) / X e R} 

18) Determinar bajo que dirección debe ser lanzada rectilíneamente una partícula 
desde el punto A(2,2,3), hacia la recta L = {(0, 1 + X, •X) / X e R} para que lo 
alcance al cabo de dos segundos, siendo su velocidad V = -J3u / seg. 

Solución 

Sea B e L => B(0, 1+ X, -X) para algún 
X e R. además e = vt donde e = d(A,B) para 
t = 2 seg. V = -Jlu , e = 2s¡3 

d(A,B) = s¡4+(A- 1) 2 +(-2-3 ) 2 = 2^3 
de donde X 2 + 2X + 1 = 0 => X = -1 
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Luego B(0,0,1) entonces está dado por el vector AB = B-A = (-2,-2,-2) 


AB =(-2,-2,-2) 


& Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto medio de AB y corta 
bajo un ángulo de 60° a la recta que pasa por los puntos R y S, donde A(2,4,0), 
B(0,0,-2), R(3,3,3), S(-1,3,3). 

i • Solución 

/ L - 

N. / b El punto medio del segmento AB es M( 1.2,-1), y 

observando el gráfico este problema tiene dos 
A \\ soluciones. 

/ 1 

/ ° -X^60° La ecuación de la recta L| que pasa por R y S es: 

/ ^ L, = {(-1,3,3) +1(1,0,0)/1 e R} 


X, 

X / a 


Sf 


Sea N el punto de intersección de L con L, es 
decir: 


Si N e L| => N(-l +1, 3, 3) pasa algún t e R Definimos 


b - MN = N-M - (/-2,1,4), como 60°= ¿ (L,L|)= ¿(a ,b) entonces: 


eos 60°=- 


; donde a =(1,0,0) y b = (t-2, 1,4) 


a II il b I 


cos 60 ° = MJ£^L4) ^ 1 t~2 

V(/-2) 2 +l + 16 2 J(t-2) 2 +17 


(/ - 2) 2 +1 +16 = 2(< - 2) => (r-2) 2 + 17 = 4(/-2) 2 
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3(/-2) 2 =17 




Luego las soluciones al problema son: 

¿={(l, 2 ,-l) + ¿(^y,l,4)/AeR} ; ¿'={(l,2,-l)+r(-jj,l.4)/re/?} 

(jo) Dados los vértices de un triángulo A(3,-l,-l), B(l,2,-7) y C(-5,14,-3). Hallar 
las ecuaciones simétricas de la bisectriz del ángulo intemo del vértice B. 

Solución 

C Tomemos los vectores unitarios u y v en las 

A direcciones de BA y BC , respectivamente 

donde BA =(2,-3,6), 5C=(—6,12,4) 


«=-^—=^(2-3,6) y v=-^-=^(-3,6,2) 

^7 ' 6 II AÍII W BC W 


entonces sea ¿> = u+v el vector dirección de la bisectriz BD es decir: 

3 , 8 ) =-—(1,-3,-8). Luego los números directores de la bisectriz 
7 7 

son 1,-3, -8. Si B(l,2,-7) pertenece a la bisectriz, entonces sus ecuaciones 

, x — 1 y —2 , _ z + 7 
simétricas son: ¿: — - ~ - 0 
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IB. ELPLANO.- 

U8. DEFINICIÓN.- 

Un plano es un conjunto P de puntos p(x,y,z) de R J . Si existe un punto 

Po(Xo,yn,z 0 ) de R y dos vectores no paralelos a=(a,,a 2 ,a 3 ) y 

—> 

h = (b ] ,b 2 ,b i ) de R 3 de tal manera que: 


p - | P(x, y, z) e R 3 / P(x, y, z) = P 0 (* 0 . v 0 , z 0 )+ 1 a + A b , f , A e R 


1.19. ECUACION VECTORIAL PFX PI O.-j 



Que es la ecuación vectorial del plano P. 

Ejemplo. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto M(3,4,-5) y es 

—► —> 

paralelo a los vectores a = (3,4,-5) y b = (1 .-2,1). 

Solución 

—> —> 

Como la ecuación del plano es P = {p 0 +1 a + A b¿ ¡,A e R) donde 
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p 0 = M(3,4,-5) y a = (3,1,-1), b = (1,-2,1), por lo tanto al reemplazar se tiene: 
P= {(3,4,-5) + t(3,l,-l) + X.(l,-2,l)/t,X e R) 

OBSERVACIÓN.- 


© De la ecuación vectorial del plano P = {p 0 +1 a + A b¡ t,A e se obtiene 
la normal del plano que es una recta perpendicular a dicho plano: 

N = a xb 



^ -> * 

m Si N es la normal al plano ¥ = {p 0 +t a +A b/t,A e R} y si p - p 0 es 
—► 

ortogonal a N entonces pe P. 


N 
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© Si p 0 es un punto fij o del plano P y A es su normal, entonces la ecuación 
de! plano es: P: N.(p-p 0 ) = 0 

—► 

Es la ecuación del plano que pasa por p 0 y cuya normal es A 



1 . 20 . ECUACIONES PARAMÉTRICAS DEL PLANO.- 


Consideremos el plano. 



Si p s P entonces p = p 0 +t a + A b para t, X e R, reemplazando por sus 

respectivas componentes se tiene: (x,y,z) = (x 0 , yo, z 0 )+t(ai, a 2 , a 3 )+ h 2 , b 3 ) 

de donde por igualdad se tiene: 



x - x 0 + a¡l + 


y = y 0 + a 2 t + fyA 

t 9 A,e JR 

z - z 0 +a 2 t + b^A 




Que son las ecuaciones paramétricas del plano P. 


1.21. ECUACIÓN GENERAL DEL PLANO.- 



Sea P el plano que pasa por el punto 
p 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) cuyo vector normal es: 

—> 

A = (A,B,C). Si p € P entonces: 

p 0 plN, de donde p 0 p.N = 0 entonces 
—> 

N.(p-pfr) = 0- Ahora reemplazando por 
sus componentes: 
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(A,B,C).(x - x 0 , y - y 0 , z - z 0 ) = 0 entonces A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z - Zo) = 0 
Ax t By + Cz + (-Ax 0 - By 0 - Czo) = 0, de donde P: Ax + By + Cz + D = 0. 
Que es la ecuación general del plano P. 

Ejemplo.- Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto (2,4,-1) con 
vector normal A =(2,3,4). 

Solución 

—► 

La ecuación del plano es dado por P : N .((x,y,z) - (2,4,-1)) = 0, 

P: (2,3,4).(x - 2, y - 4, z + 1) = 0, P : 2(x - 2) + 3(y - 4) + 4(z + 1) = 0 


. . P: 2x + 3y + 4z- 12 = 0 


1.22. PLANOS PARALELOS Y ORTOGONALES.- 

Consideremos los planos: ¥ x \ A x x +B^y + C { z +=0 


P 2 . A-,x+ B 2 y+C 2 z + D 2 =0, donde A, =(A X ,B X ,C\) y Nj ~(A 2 ,B 2 ,C 2 ) 
son sus normales, respectivamente, entonces: 


i) El plano Pj es paralelo al plano P 2 (Pi // P 2 ) si y solo si sus normales A i 

—► 

y A 2 son paralelas, es decir: 
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Si N\ l/Nj => 3 r e R tal que N\ = r ;V 2 , lo que quiere decir que los 
coeficientes de las ecuaciones cartesianas de los planos deben ser 
proporcionales, o sea que debe cumplirse: 


Ejemplo.- El plano Pi: 4x - y+2z= 7 es ortogonal al plano P 2 : x+ 6y + z = 16 
-» —> —► —> 

porque N\.Nz = 0. En efecto como N\= (4,-1,2), Nz~ (1,6,1), se 

tiene: N\.Nz = (4,-1,2).(1,6,1) = 4 -6+2=0. 


A = A = £*_ r 

^2 C 2 

Ejemplo.- Los planos P¡: 3x + 5y - 7z + 2 = 0 y P 2 : 6x + lOy - 14z + 5 = 0 

3 5-71 

son paralelos porque: — = — =-= — = r 

6 10 -14 2 


[7.23. INTERSECCIÓN DE PLANOS.-l 

Consideremos los planos: P,: A¡x+ B ¡ y + C l z + D ¡ = 0 y 

P 2 : A 2 x+B 2 y + C 2 z+ D 2 =0. Si el plano P ( no es paralelo al plano P 2 
(Pi TKP 2 ) entonces la intersección de ?! y P 2 nos da una recta L, es decir: 


Si los planos P[ y P 2 son paralelos puede ocurrir que: Pi = P 2 ó Pi n P 2 = <|>, 
es decir: _ 

f Pt // P 2 o P, P 2 ó P, n P 2 = <)> 

ii) El plano P| es ortogonal al plano P 2 (P| 1 P 2 ) si y solo si sus normales 

■4 —> 

A r 1 y N 2 son ortogonales, es decir: 

[ P,X? 2 O N t 1 n 2 

Si A^i X Nz => N].N 2 =0 => Ai A 2 + Bi B 2 + Ci C 2 = 0, por lo 
tanto 




11,24. ECUACIÓN BIPLANAR DE LA RECTA.- 

A la ecuación de una recta que es la intersección de dos planos se denomina 
ecuación biplanar de la recta y se expresa en la forma siguiente: 

I x + B x y + C,z + D ( = 0 
\ A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 =0 


La ecuación biplanar de la recta se expresa en forma vectorial, paramétrica y 

—1 

simétrica. El vector direccióh a de la recta se determina en la forma siguiente: 
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El punto p 0 (a 0 ,y 0 ,z 0 ) por donde pasa la recta se determina resolviendo el 
sistema de ecuaciones de los planos P , y P 2 . 


Ejemplo.- Hallar la ecuación vectorial de la recta L, dado por la intersección 
de los planos P( : 3x + y - 2z = 5 ; P 2 : x + 2y + z + 5 = 0. 

Solución 

—> 

Calculando el vector dirección a de la recta L. 

- j k 

a = 3 1 -2 =(5,-5,5) = 5(1,-1,1) 

1 2 1 

ahora calculamos un punto de la recta L, para esto resolvemos el sistema de 
ecuaciones. 


Í3x + y-2z = 5 í 5x + 5_y = -5 

entonces i , , simplificando 

U + 2.y + z + 5 = 0 U + y = -l 


ahora damos un valor a cualquiera de las variables de x e y por ejemplo para 
x = 0, y = -l,z = -3 entonces po (0,-1,-3). 
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Luego la ecuación de la recta L en forma vectorial es: 

L = {(0,-1,-3) +1 (1,-1.1) /1 e R} 

Otra forma de obtener la ecuación vectorial de la recta L es expresar dos de la 
variables en función de la tercera variable y para esto se elimina una de las 
variables del sistema. 


f 3x + y - 2z =5 

i entonces x + y = -l de donde y = -l-x 

[x + 2y + z =-5 

ahora se toma cualquiera de las ecuaciones, 
x + 2y + z = -5 => x - 2 - 2x + z = -5 de donde z = -3 + x 
como (x,y,z) e L => (x,y,z) = (x, -1 - x, -3 + x) 

(x,y,z) = (0,-1,-3) + (x,-x,x) = (0,-1 ,-3) + x( 11,1) 


Luego: L = {(0,-1,-3) + t (1,-Ll)/1 £ R¡ 

1.25. 1ÑTÍRSÉCCIÓN ENTRE RECTA Y PLANO.- 



Consideremos la ecuación general de un plano: 
P: Ax + By + Cz + D = 0 y la ecuación 
vectorial de la recta L = {p 0 +t a/t e /?}. 

Si L y P no son paralelos entonces al 
intersectarse nos da un punto Q, es decir: 

LnP={Q}. 


Para calcular el punto Q de intersección se resuelve el sistema de ecuaciones 
de la recta L y el plano P. 
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Ejemplo.- Hallar el punto de intersección de la recta L: 
y el plano P: 2x + 3y - z + 11 = 0. 


x+2 y z -4 
3 "-l~~2j 


Solución 


Escribiendo la recta L en forma vectorial. L = {(-2,0,4) + t (3,-1,2) /1 e R} 
como L X P => E p tal que p e L n P. SipeLnP entonces p e L n pe P 

como p e L entonces p(-2 + 3t, -t, 4 + 2t) para algún t e R. 
además p e P => 2(-2 + 3t) + 3 (-t) - (4 + 2t) + 11= 0 => t = -3 


Luego: 


p (-11, 3, -2). 


326. PLANO PARALELO A UNA RECTA Y PLANO¡ 
PERPENDICULAR A UNA RECTA.- 


Consideremos la ecuación general del plano P: Ax + B y + Cz + D = 0, 
— 1 

donde N= (A,B,C) es la normal y la ecuación vectorial de la recta 
—> —> 

L = {/> 0 +/ a/( e /?} donde a es el vector dirección. 


La recta L. es paralela al plano P si y solo si el vector dirección a es ortogonal 

—► -> 

al vector normal N es decir: L // P <=> a 1N 
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Si la recta L es paralela al plano P puede ocurrir que la recta L está contenida 
en el plano P ó que la intersección es el 4>, es decir: 

Si L//P=>¿cPó ¿nP= 4> 

La recta L es perpendicular al plano P si y solo si el vector dirección a de L es 
paralelo al vector normal N de P, es decir: ¿1P <=> a UN 



Ejemplo.- Demostrar que la recta L - {(-2,1,-5) + t (3,-4,4) / t e R} es 
paralelo al plano P: 4x - 3y - 6z - 5 = 0 

Solución 



Para demostrar que la recta L es paralelo al 
plano P debe de cumplirse que el vector 

—V 

dirección a de la recta es perpendicular al 
vector normal N del plano, es decir: 

L//P<=> a ±N=> a.ÍV = 12 +12-24 = 0 


Luego como a .N = 0 entonces a _L N . 


Por lo tanto la recta L es paralelo al 


plano P. 
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[i .27. FAMILIA PE PLANOS. ] 

En forma similar que en la geometría analítica plana, en donde se consideraba 
una familia de rectas, en este caso se puede considerar una familia de planos, 
por ejemplo, la ecuación 2x-y + 3z + D = 0 representa una familia de planos 

—► 

paralelos donde su normal es N = (2,-1,3). Una familia de planos importante, 
es el sistema de planos que pasan por la intersección de dos planos dados, cuya 
ecuaciones se expresan: 



Los puntos p(x,y,z) que satisfacen a la ecuación (1) están sobre la recta de 
intersección, dichos puntos p(x,y,z) también satisfacen a la ecuación: 

K¡(A¡x++CjZ + 2)j) + Kj (+ B^y ++Oj) -0 ... (2) 

donde K| y K 2 son números reales cualesquiera excepto que sean ceros 
simultáneamente. 

Si en la ecuación (2) se tiene que Ki * 0, entonces a la ecuación (2) se puede 
expresar en la forma: 

A¡x + j5j y + C,z + ¿3] + K(A 2 X + B^y + + D-¿ ) = 0 ... (3) 

A la ecuación (3) se denomina la familia de planos que pasan por la 
intersección de los planos Pi y P 2 

Ejemplos.- Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de 
los planos 2x-y-z + 8 = 0 , x + 6y-2z-7 = 0 y por el punto 
(1,-2,2). 


Solución 
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Aplicando el concepto de familia de planos se tiene 
P 2x-y-z + 8 + k(x + 6y-2z-7) = 0 

5 

como (1,-2,2) e P => 2 + 2 - 2 + 8 + k(l - 12 - 4 - 7) = 0 => k = — 

11 

5 

P: 2a-J-Z + 8 +—(.v + 6_y-2z-7) = 0 .. P: 27 x + 19y- 21z + 53 = 0 

Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los 
planos 2x - y + 3z = 2 y 4x + 3y - z = 1 y es perpendicular al 
plano 3x - 4y - 2z = 9 

Solución 

Sea P„ la familia de planos que pasan por la intersección de los planos 

2x - y + 3z = 2 y 4x + 3y - z = 1 

P ra : 2x - y + 3z-2 + a(4x + 3y-z - 1) = 0 

P a : (4a + 2)x + (3a - 1 )y + (3 - a)z - 2 - a = 0, donde su normal es: 

—3 

N „ = (4a + 2,3a -1,3 -a) y sea P: 3x - 4y - 2z-9 cuya normal es: 

N = (3,-4,-2) como P a lP N a 1N => N.N a =0 
(3,-4,-2).(4a+2,3a-l ,3-a)=0, de donde 12a+6 -12a + 4 - 6+2a = 0 a= - 2 
.'. P u : 6x + 7y - 5z = 0 


Consideremos el plano P: Ax + By + Cz + D = 0, donde A 2 + B 2 + C 2 * 0, 
como A, B, C y D son números reales, entonces se presentan los siguientes 


ECUACIONES INCOMPLETAS DEL PLANO.- 


casos: 
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I" Si B = C = D = 0, A * 0 entonces el plano P: x = 0, que es el plano YZ. 

2 d " Si A = C = D = 0, B * 0 entonces el plano P: y = 0 que es el plano XZ 

3 ro Si A = B = D = 0, C * 0 entonces el plano P: z = 0 que es el plano XY 

4“ Si B = C = 0, el plano P: Ax + D = 0 es paralelos al plano YZ 

5'" Si A = C = 0, el plano P: By + D = 0 es paralelos al plano XZ 

6'“ Si A = B = 0, el plano P: Cz + D = 0 es paralelos al plano XY 

7 mo Si C = D =■ 0, el plano P: Ax + By = 0, contiene al eje Z y es ortogonal al 
plano XY 

Si B = D = 0, el plano P: Ax + Cz = 0, contiene al eje Y y es ortogonal al 
plano XZ 

9” Si A = D = 0, el plano P: By + Cz = 0, contiene al eje X y es ortogonal al 
plano YZ 

I0"° Si C = 0, el plano P: Ax + By + D = 0, es paralelo al eje Z y además 
es ortogonal al plano coordenado XY. 

ll* vo S¡ B = 0, el plano P: Ax + Cz + D = 0, es paralelo al eje Y y además es 
ortogonal al plano coordenado XZ 

12“ V0 Si A = 0, el plano P: By + Cz + D = 0, es paralelo al eje X y además es 
ortogonal al plano coordenado YZ 

13 mvo Si D = 0, el plano P: Ax + By + Cz = 0, pasa por el origen de 
coordenadas. 

Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos A(7,2,-3) y 
B(5,6,-4) y es paralelo al eje X. 

Solución 
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Sea P el plano buscado. P: N .[(x,y,z)-(7,2,-3)] = 0 

como A, B e P => AB =(-2,4,-1) // P, como eje X // P => i II P entonces la 
normal es: 

- ¿ j k 

N = i . AB = 1 0 0 =(0,1,4) => P: (0,1,4). (x - 7, y -2, z + 3) = 0 

-2 4 -1 

P: y + 4z + 10 = 0 

1.29. DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.- 

Considereinos la ecuación general de un plano P: Ax + By + Cz + D = 0 
y un punto p, (X|, yi, Zi) que no pertenece al plano P. 
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En el triángulo rectángulo se tiene: </(/7¡, P) =|| p a p x ||cos0 —(2) 

de (1) y (2) se tiene que: 


d{P\,V) = PoP\P si = ' 


Ia 2 + b 2 +c 2 


(A,B,C).(x,-x 0 , y¡ -y 0 , z,-z 0 ) 


A(x,-x 0 ) + B(y,-y 0 )+C(z t -z 0 ) | Ax, + By,+ Cz, +(-Ax 0 -By 0 -Cz 0 ) 


a 2 + b 2 +c 2 


a 2 + b 2 + c 2 


d(p t , P)= 


Ax | + By x + Cz, + £>| 
s¡ A 2 + B 2 +C 2 


Ejemplo.- Calcular la distancia del punto A(l,5,-4) al plano 
dado por P: 3x - y + 2z = 6. 


Solución 


d(A, P) = 


3 -v 0 -.Vo +2z 0 -ó| _ |3-5-8-6j _ 16 
a/9 + 1 + 4 VÍ4 VÍ4 


••• d ^=7T4 

OBSERVACIÓN.- Dadas las ecuaciones generales de dos planos paralelos 
P,: Ax+ By + Cz + D, =0 y P 2 : Ax + By + Cz + D 2 = 0, 
la distancia entre dichos planos está dado por la fórmula. 


¿(P„P 2 ) = - 


\a 2 + b 2 + c 2 


Ejemplos.- Hallar la distancia entre los planos paralelos Pj: x - 3y + 4z = 10 
y Pj: x - 3y + 4z = 6. 

Solución 
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Aplicando la fórmula de la distancia entre dos planos paralelos. 
Pi: x - 3y + 4z =10 y P 2 : x - 3y + 4z - 6 = 0 


¿(P„P 2 ) = 


A-Azi 1-10-(~6)| 4 2V26 

Ia 2 + B 2 +C 2 ~ V 1 + 9 + 16 ’ V 26 ” 13 

2>/26 

••• rf(P„P2) = -7T- 


1.30. ÁNGULO ENTRE RECTA Y PLANO.- 


Consideremos la ecuación vectorial de una recta L = {p 0 +1 a/1 e R} y la 
ecuación general del plano P: Ax + By + Cz + D = 0 cuyo vector normal es 

N = (A,B,C) 



Sea 0 = ¿(a,N) ángulo entre los vectores a y N, entonces: 
-» -» 

a N * 

eos 6 =-, además se tiene a = — - 0 , entonces: 

l|a||||V|| 2 

n .. n a .N . a .N 

sen a = sen(- 0) = eos 0 = —- por lo tanto: sena = —-— 

2 II a IIII jv II II a || || V || 


Que es la expresión para calcular el ángulo a formado por una recta y un plano 
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Ejemplo.- Hallar el ángulo 0 que forma la recta L = {(l,8,l)+t (1,1,2) / teR} 
con el plano P: 2x - y + z = 7. 

Solución 

—> —> 

Sea 0 = ¿(L, P) donde a = (1,1,2) vector dirección de la recta y N = (2,- 

1,1) el vector normal del plano P. Ahora aplicamos la relación para calcular el 
ángulo 0. 


sen G = ■ 


( 1 , 1 , 2 ).( 2 ,— 1 , 1 ) 2-1 + 2 

VóVó ~ 6 


2 


de donde: sen 8 = — entonces 0 = 60°. 
2 


3.31. PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE UN 
_P LANO.- __ 

La proyección ortogonal de un punto p sobre el plano P: Ax + By + Cz + D= 
0 con normal N =(A,B,C) es el punto p (l del plano P, al cual denotaremos por 

Proyp , ,de tal manera que el vector p Q p es ortogonal al plano P. Para hallar el 

punto p 0 trazamos por el punto p una recta L ortogonal al plano P es 
—> 

decir: L = {p +1N/1 e R) de donde L n P = p 0 
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Ejemplo.- Hallar la proyección ortogonal del punto A( 1,2,3) sobre 
el plano P: x - y + 3z = 4 

Solución 

—► 

como P: x - y + 3z = 4, donde Y *(1,-1,3) es 
la normal de P y L la recta que pasa por el 
punto A(l,2,3) y es perpendicular al plano P 

entonces L = {A + 1 NI t e R] es decir: 

L = {(1,2,3) + t(l,-l,3)/1 € R} 

Sea BeLnP => BcLaB eP, 



Si Be L => B( 1 + t, 2 -1, 3 + 3t) para algún t e R 


4 

como BeP => l+t-2 + t+ 9 + 9t = 4 => t = -— 

II 


7 26 21 

de donde B (—, —, —) por lo tanto la proyección ortogonal del punto A 
11 11 11 

7 26 21 

sobre el plano P es —, —, —). 

11 11 11 

|l.32. PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UNA RECTA SOBRE 
UN PLANO.- _ 

La proyección ortogonal de la recta L={p 0 +ta/teR } sobre el 

i 

plano P: Ax + By + Cz + D = 0, es la recta L\ el cual denotaremos por Pro» 
que está contenida en el plano P y que pasa por dos puntos de P que son las 
proyecciones ortogonales de dos puntos de L sobre el plano P 
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1 A' / L' 


L'= {P 0 +l P 0 B/1 e R } 
cuando L X P 


L'={P'+t(A'-P')/t e /?} 
cuando L // P 


Ejemplo.- Hallar la proyección ortogonal de la recta L = {(t, 1 -1, 2t) / teR} 
sobre el plano P: x + y + z = 1 

Solución 

_^ ^ como L y P no son paralelos, entonces 

N =(1,1,1) existe un punto de intersección A e L a P. 

i - — 7 ^— — - , Si A 6 L a P entone A e L a A e P 


C / i_> Si A £ L => (t, 1- 1 , 2t) para algún t e R 



jioAeP=>t+l-t + 2t=l => t = 0 
A(0,1,0) por otra parte: 


L= {(t, 1 -t, 2t)/teR} = {(0,1,0)+ t(1,-1,2)/1 € R}, de donde 

a = =(1,-1,2)=> B A=( 1,-1,2), B=A+(1,-1.2)=(0,1,0)+(1,-1,2) =>B( 1,0,2) 

ahora calculamos el punto C que es la proyección ortogonal del punto B sobre 
el plano P, para esto trazamos la recta L, que pasa por B perpendicular al plano 
Pesdecir: L,= {(1,0,2) + X (1,1.1) / XeR} 


Sea C e Li a P => C 6 L| aCe P 
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Si C e L| => C (1 + X, X, 2 + X) para algún X e R. 

2 

como C e P => l+X+X+2+X=l => A = — 

3 

de donde C(j,-|,j) y ~4C = C-A = — (l,-5,4) 

Si£'= Pr qy£ ={ A + t~AC!t £ R } de donde.'. L'= {(0,1,0)+ /(l.-5,4)// £ /?} 


Ejemplo.- Hallar la proyección ortogonal de la recta 

L = {(2 +1,1 - 3t, -5t) / t € R}, sobre el plano P: 2x - y + z = 1. 

Solución 



L= {(2,1,0) +1 (1 ,-3,-5) /teR) 

Donde 7 = TlB = (1,-3,-5) si A(2,l,0)=> B(3,-2,-5) 

ahora calculamos sus proyecciones ortogonales 
sobre el plano P, C = Prqyp y Z) = Prov p para 
calcular C trazamos la recta Li que pasa por A es 
decir: L, = {(2,1,0) +1 (2,-1,1) /1 € R} 


como C e L| a P C£LiaCeP. 


Si C g Li C(2 + 2t, 1 -1, t) para algún t £ R. 

1 4 4 1 

comoC eP => 4 + 4t - 1 + t +t = 1 => t =-- por lo tanto C(—,—,--) 

3 3 3 3 

ahora calculamos el punto D, para esto trazamos la recta L 2 que pasa por el 
punto B, es decir: 

L 2 = {(3,-2,-5) + 1 (2,-1,1) /1 € R}, como D £ L 2 a P entonces: 
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D e Li => D(3 + 2t, -2 -1, -5 + t) para algún t e R. 

como DeP => 6 + 4t + 2 + t-5 + t= l => t = --, £>(-,--,-—) de donde 

3 3 3 3 

—" 7 3 11 4 4 1 2 17 31 1, 

D- C = (-,--,-y)-(-, j,--) = = -(4,-,7,-31) 

••• L'-froyt - «-.-,--> + <(4,-17.31)/, € R) 

3 3 3 


1.33. DISTANCIA MÍNIMA ENTRE UN PLANO Y UNA RECTA 
UE NO ESTA CONTENIDA EN EL PLANO.- 


La distancia mínima entre una recta 

* N 

- I _ —> 

I L L = {p 0 +t a/1 e R} y un plano P: 
—► 

N-(p-Q<¡) = 0, donde la recta L no está 
I 7 contenida en el plano P y además L es 

I / paralela a P es dado por la fórmula. 


d(L ,P) =( comp. &p 0 H 1 




Ejemplo.- Hallar la distancia de la recta L = {(-2,1,5) + t (3,-4,4) / tcR) 
al plano P: 4x - 3y - 6z - 5 = 0 

Solución 

Tomemos un punto del plano. z = 0, y = 5, x = 5 


entonces Q„ = (5,5,0) y p 0 = (-2.1,5) => Q 0 p 0 = £? 0 ~ Po = (7,4,-5) 
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|, H ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS.- 

Consideremos las ecuaciones generales de dos planos Pi:A|X+B,y+ C| 
z+D,=0, cuya normal es N = ( A t , ñ,, C,) y P 2 : A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0, 

cuya normal es N 2 = ( A 2 , B 2 , C 2 ). 

El ángulo 0 formado por los planos Pj y P 2 
es igual al ángulo entre sus vectores 

normales y N 2 respectivamente y es 
dado por la expresión siguiente. 

Ejemplo.- Hallar el ángulo formado por los planos Pp x - y = 4 y P 2 : x+z = 6 

Solución 




p, : x - y = 4 dedonde N ¡ =(1,-1,0), P 2 :x + z = 6 de donde N 2 =(1,0,1) 


Si 0= ¿ (Pi, P 2 )= ¿ ( N x , N 2 ) entonces cos<9 = - 


Ni . N-, 


N x || || N 2 


. (1,-1,0)-(l,0,1) 1-0 + 0 1 

COS u — /— /— _ i 

V 2 V 2 2 2 


1 

como eos d = — entonces 0 = 60° 

2 


[l.35. EJERCICIOS PESARROLLADOS.- 

(T) Encontrar una ecuación del plano que pasa por los puntos A( 1,0,-1) y B(2,1,3) 
y que además es perpendicular al plano P, = {(x,y,z) e R 3 /x + y- z + 2 = 0} 
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N, = (1.1.-1) 


Solución 

como P1P) => A, //P, además se tiene 
. que: A,Be P => AB II P, AB =(1,1,4) 


como N±AB,N l entonces: 

_ '■ J k 

N = 1 1 4 =(-5,5,0) = -5(1,-1,0) 

1 1 -1 


de donde tenemos que: = —5(1,—1,0) 

—> 

Luego P: N. ((x, y, z) - (xo, yo, zo)) = 0 de donde P: x - y = 1 

© Hallar la ecuación cartesiana de un plano que pasa por el punto p( 1,2,-3) y por 
la intersección del plano x - y + 2z = 4 con el plano XY. 

Solución 

I -j^ La intersección del plano x - y + 2z = 4 con el 

- 7 (*->;• 2z = 4 



N 

/ p 

^JP(1,2,3) I 


P 0 (4,0,0) » a = (1,1,0) 


l z = 0 

Escribiendo la ecuación de la recta L en forma 
vectorial para z = 0=>x-v = 4 => x = y + 4 


Si (x,y,z) e L => (x,y,z) = (y + 4, y, 0) = (4,0,0) + y (1,1,0) 

Luego L= {(4,0,0) +1 (1,1,0) /1 e R} 

ahora calculamos la normal N = p 0 pxa, donde p Q p = (-3,2,-3) y 
—► 

a =(1,1,0) entonces: 
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-> f J k 

N - -3 2 -3 = (3,-3,-5), como el plano P pasa por p( 1,2,-3) 

1 1 0 

P: N . [(x,y,z) - (1,2,-3)] = 0, de donde P: (3,-3,-5).(x - 1, y - 2, z + 3) = 0 

P: 3x - 3y - 5z = 12 

(T) Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto p n (3,1,-2) y hace ángulos 
iguales con las rectas L| = {(1,4,2) +1 (1,1,1) /1 e R} L 2 : eje OX, L 3 : eje OY 

Solución 

—> —> 

El plano pedido es: P: N. (p - p 0 ) = 0, de donde N = (A,B,C) y p 0 (3, 1 ,-2) el 
punto por donde pasa el plano. 

La condición del problema es: ¿C (L, ,P) = ¿C (L 2 ,P) = ¿ (L 3 ,P), donde: 
para ¿C (L, ,P) = ¿ (L, ,P), se tiene: 

-> -> -> -> 

sen 9 = > donde a=(l,l,l), 6 = (1,0,0), Y=(A,B,C) 

II N IIII a II IIJVIIII * II 

efectuando operaciones se tiene que: (y¡3-\)A-B — C = 0 ... (1) 

para ¿ (L 2 ,P) = ¿ (L 3 ,P) se tiene: 



efectuando operaciones se tiene: 


A = B 
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ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: C = (V3 -2 )B 

como N = (A,B,C) = (B.B, (VJ-2)fi) = 5(1,1,s/3-2) B*0 

Por lo tanto P: (1,1, V3 -2).(x-3,y- l,z + 2) = 0 

P: .x + j + (V3-2)z + 2V3-8 = 0 

Sea // = (a,b,c) y N = (A,B,C) vectores no nulos de R ? tal que 

—* —^ , 

NI/u si p 0 (x 0 ,yo,zo) es un punto del plano n = Ax + By + Cz+D-O. 

—» 

Demostrar que L = {p 0 + / p¡ t e R} está contenida en k. 

Solución 

—> —> —> —► 

Como N X p => N.p = 0 Aa + Bb + Cc = 0 además 
I = { Po +1 ~¡íl t e R] = {(x 0 , y 0 , zo) +1 (a,b,c) /1 e R} por demostrar que 
L c n: Ax + By + Cz + D = 0 4 

Sea p e L => p (x 0 + t a, y 0 + t b, z« + t c) 
como po e re => A(xo + t a) + B(yo +1 b) + C(z ( i + t c) + D = 0 
= Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D+t(Aa + Bb + Cc) = 0. 

0 ' l 

= 0 + t (Aa, Bb, Ce) = 0 + t 0 = 0, entonces p e k luego L c 7i. 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto A(3,4,l)y es ortogonal 
a los planos P|: x -y = 4, P 2 : x + z = 6. 
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// ' s \ Sea Pi: x-y = 4 de donde N¡ =(1,-1,0) 

P i P 21 

P 2 : x + z = 6 de donde A, =(1,0,1) 


P: N .(p - A) = 0 es el plano pedido como P _L 
Pi , P 2 entonces A - , , A, //P de donde la 


normal A'de P es: 


i j k 

N ~ A, * A 2 =1-10 =(-l,-l,l) 
1 0 1 


como P:A.(p-A)=0, al reemplazar se tiene, P: (-1,-1, l).(x - 3, y - 4,z-l)=0 

,\ P: x + y - z = 6 

Encontrar la ecuación del plano que pasa por (1.2,-3) y sea paralelo al plano 
3x - y + 2z = 4. ¿Cuál es la distancia entre los planos? 

Solución 

Sea P,: 3x - y + 2z = 4. donde N ] = (3,-l,2)yP el plano pedido, como 
P // P| entonces P: 3x - y + 2z + D = 0 

pero (1.2,-3) eP => 3-2-6+D = 0 => D = 5 

por lo tanto el plano es P: 3x - y + 2z + 5 = 0. la distancia entre ambos planos 
paralelos se tiene: 


Ia 2 + b 2 +c 2 V<3r+(-ir+( 2 r 


5-(-4)1 _9_ 

(3r + t-ir +(2r 


P.P,) = 
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Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos P, (1,0,-1) y 
P 2 (-1,2,1) y es paralelo a la recta de intersección de los planos 3x + y - 2z = 6, 
4x - y + 3z = 0 


Solución 



para determinar el vector normal al plano P, primero hallaremos el vector 
dirección v de la recta de intersección. 

i j k 

v = /V, .v N 2 = 3 1 -2 =( 1,-17,-7) donde N ] =(3,1,-2) y Ñ 2 =(4,-1,3) 

4-13 

ahora trasladamos el vector v paralelamente al plano buscado y con el vector 
P ] P, = (-2,2,2) se obtiene la normal N al plano P, es decir: 

; i 

N = Pi p 2 , v = -2 2 2 = (20,-12,32) 

1 -17 -7 

— > 

considerando el punto pi(l,0,-1) en el plano y la normal N =(20,-12,32)se tiene: 
P: N .(p - pi) = 0, reemplazando se tiene. P: (20,-12,32).(x - 1, y, z + 1) = 0 


. . P: 5x-3y + 8 z + 3 = 0 
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Si P es un plano tal que: P n eje x = {(a,0,0) / a *■ 0, a e R}, 
P n eje y = {(0,b,0) / b * 0, a e R}. Demostrar que P tiene la ecuación. 


P: 


X v z 

~ + ir +— 

abe 


= 1 


Solución 



La ecuación del plano es: P: N.(p- A) = 0, reemplazando se tiene: 


P: (be, ac, ab). (x - a, y, z) = 0 => P: bcx + acy + abz = abe 


x y z 

.-. P: — + 7 - + — = 1 
abe 



Demostrar que la ecuación del plano, que pasa por la recta 
L:x = x 0 +a l t, y = y 0 +a 2 t, z = z 0 +fl 3 í, teR y es perpendicular al 
plano P: ax + by + cz + d = 0, se puede representar en la forma: 

x-x 0 y-y 0 z-z 0 
a 1 b\ c¡ = 0 
abe 


Solución 
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En la recta L: x = x 0 +ü \/, y = y<)^a 1 í, z = z 0 4- a 3 t. teR el vector dirección i 
—> 

es a = («|,¿jr 2 , ¿r 3 > y en el plano P: ax + by + cz + d = 0, su normal es 
—> —» 

N = (a,b,c). Sea P,: Ai.(p-p 0 ) = 0, el plano buscado donde: 


< j k 

—> —► —> 

jVi=axA=a, a 2 <a 3 = (I 

abe 


a 3 


a \ a 3 


ü\ a 2 

c 


a c 


a b 


a 2 


a \ ci 2 


a \ a 7> 

b c 


a c 


a c 


)-(*-*o> y-y 0 , z-z Q ) = 0 


a-, a , a , a-, a, a, 

p i , -(.v-Pq.) +(z-z 0 ) =0 

be a c a c 


x ~ x o P-Po z “ z o 
flj « 2 «3=0 

abe 


Si A,B,C y D son todos no nulos. Demuéstrese que el tetraedro formado por 
los planos coordenados y el plano P: Ax + By + Cz + D = 0 tiene un volumen 
1 D 3 

' 8U " U1 '-6líC 


Solución 



Sean P, Q, R, los puntos de intersección del 
plano P: Ax + By + Cz + D = 0, con los 
ejes coordenados respectivamente, es decir: 


J\~,0,0), Q(0.~, 0) y *(0,0,~) 
A B C 

el volumen V del tetraedro OPQR es: 
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V = | [OP OQ OR\ | de donde se tiene: 

6 


0 0 


V =- 0 

6 


D 

—> 


D 


( 0 , 0 ), 

OR 

= ( 0 , 0 - 

~) 


B 


C 


1 -D 3 

1 

D 3 


1 D 3 

V 

6 ABC 

~ 6 

ABC 


6 ABC 


0 0 - 

c 


Dados los puntos P,: 2x + 2y-2z + 2 = 0 y P 2 :x-2y-z=l y el punto 
A(2,l,4). Hallar la ecuación de una recta que pasa por el punto A que es 
paralela a P 2 y que haga un ángulo de 30° con Pj. 

Solución 

—► 

P,: 2x + 2y - 2z + 2 = 0, de donde su normal es A/j = (2,2,-2) 

—^ 

P 2 : x-2y-z = 1, de donde su normal es N 2 = (l,-2,-l) 

—> —P —> 

Sea L = {(2,1,4) + Z u/t e R} donde u=(a,b,c) y ||«||=1 


como L / /P 2 => u. N 2 = 0 => a — 2b-c = 0 ... (1) 

—> -^ 

por otra parte se tiene: ¿(L , P,) = 30° .entonces sen 30° = —---¡-y— donde 

II «IIII II 

-» —> Jt, -» —► r 

u.N, =-ylMJHAH => 2a + 2b-2c = ~-.2sh => 2 « + 26 - 2 c = 3... ( 2 ) 


como || u ||=1 => a~ +b~ +c~ = 1 
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2±y¡2 


a-2b-c = 0 

resolviendo el sistema se tiene: ' 2a + 2b -2c = 3 entonces b = — 

a 2 +b 2 + c 2 = 1 


2±V2 


~> 2±V2 1 2±y¡2 1/ i— r—\ 

h =(a,b,c) = ( --) = - 2±V2,2,-2±V2 

4 2 4 4 

Luego se tiene: L = {(2,1,4) + f (2 + V2, 2, - 2 + a/2) / t e /?} 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (0,0,1), es ortogonal al 
plano XZ y hace un ángulo 0 = árceos con el plano x + 2y + 2z = 5. 

Solución 


r x + 2y + 2z = 5 Sea P) = x + 2y + 2z = 5 de donde j 



=(1,2,2) y P, = XZ 
P 3 = ? tal que P 3 i P 2 y además 
-^ 

Sea jV 3 = (a,0,f) la nonna de P 3 puesto 
-^ 

que A 3 es paralelo al plano XZ y XZ±P 3 . 


—^ ^ 

Además eos 6 = —^—-y- donde TV, =(1,2,2) y jV 3 =(u,0,c) 

II JV, II II ^3 II 


COS# = 


(1,2,2).(a, 0, c) 1_ « + 2c 


3^+c 2 


la~ +c 2 =a + 2c entonces se tiene: a = c 
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por lo tanto A 3 = (-~,0,c) = -^-(3,0-4) 


Luego P 3 : 7V 3 .(/>-(0,01)) = 0, al reemplazar se tiene: 


P 3 :(3,0,-4).(x, y, z-1) = 0 


P 3 :3x-4z + 4 = 0 


Un plano pasa por el punto A(3,l,-1), es perpendicular al plano 2x - 2y+ z = - 
4, y un intercepto Z es igual a -3, hállese su ecuación. 

Solución 
—► 

Sea P,: 2x-2y + z = -4, de donde N¡ = (2,—2,1) y P el plano por calcular, 

—► 

Luego como P,±P => jV,//P y como el intercepto Z con P es -3 entonces 

—> 

B(0,0,-3) es un punto del plano P y además A, B e P => AB/ /P de donde 
—> —> —> —> 

AB = (-3-1-2) como N¡, AB //P entonces la normal P es N dado por: 

1 j k 

-» —► —► 

N = N { x AB = -3 -1 -2 = (-5-1,8) 

2 -2 1 


P: N.(x- 3, y- 1, z +1) = 0, de donde P: (-5,-l,8).(x - 3, y - 1, z+ 1) = 0, por 


lo tanto: 


P: 5x + y - 8z - 24 = 0 


Hallar la ecuación de cada uno de los planos que se hallan a dos unidades del 
origen y tiene una normal que hace ángulos de 60° con los semi ejes positivos 
OX y OY. 

Solución 

Sea P el plano buscado, cuya normal es N = (cosa, eos/?, eos y) 
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como a = p = 60° => eos 2 a + eos 2 p + eos 2 y = 1 =>cosy=±— 


-* 1 1 s¡2 1 1 i—\ 

N = (—, —, ±—) = —(l,i;±V2) I 

2 2 2 2 

La ecuación del plano es: P: x + y±sÍ2z+D=0 

como d(0, P) = 2 => ^ 0 + ° = 2 de donde I D I = 4=> D = 4 v D - -4 
Vl+1+2 


Si D = 4 entonces P,: x + y±-Jlz + 4 = 0; 

D =-4 entonces P 2 : x + y± Jlz -4 = 0 

Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano z = 2, que contenga alj 
punto (2,2,2) y que haga un ángulo de 60° con el plano yflx + 2y - 3z + 2 = 0 I 

Solución 

La ecuación del plano pedido es de la forma P: Ax + By + D — 0 puesto que es 
perpendicular al plano z — 2 paralelo al plano XY. La i ormal del plano 1 es 

N = (A,B,0). 

Si P,: sííx + 2y-3z +2 = 0, de donde A r , =(V3,2,-3) 


El ángulo formado por P, y P es 0=60° que es dado por: eos 0 = ■ 


W, II II *1 


sÍ3A + 2B , 1 -JÍA + 2B / 2 , B i R A l~>b 

eos60°=— , — de donde- = — , —e- => 2V A +B = s/3A + 2M 

4 JTTb 1 2 4 h 2 + B 2 


4(A 2 +B 2 ) = 1A 2 +4 B 2 +4>¡ÍAB A = 4yfiB 
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como (2,2,2) e P => 2A + 2B+D = 0 ... (2) 

de (1) y (2) se tiene D = -(8V3 + 2 )b ... (3) 

reemplazando (1) y 3) en P: Ax + By + D = 0 

P: 4-JiBx + 5v-(8>/3 +2)5 = 0, B * 0 => P: 4sfi x + y-S^ -2 = 0 

La recta ¿j ={(5 + /,0)/í e /?} se refleja en el plano rt: 2x - y + z - 1= 0, 
Hallar la ecuación de la recta reflejada. 

Solución 


Se observa que p 2 eL, aít => p 2 g L, a p 2 e rt 
N Sip 2 6¿|=> p 2 (5 + f,0) para algún te R 

7 además p 2 e n : 2(5+í) + í + 0- 1 = 0 t=-3 

i -2 de donde P 2 (2,3,0) también P¡ (5,0,0) e 


4 aMa 

/ p 

I / *2 
I / 


como tt: 2x-y+z-l= 0, de donde 2V = (2,—1,1) 
—► —> 

entonces NJ.tr => N//L-, de donde: 


I, ={(5,0,0) + M2, -1,1)/Ae J?} 

A e L^ntr =>,4e¿jA^£j 

Si A e ¿ 3 => A(5 + 22,- A,A) para algún X e R, además A e 7t entonces 
2(5 + 2X) + X + X - 1 = 0 entonces 2 = - ^ . de donde: 

=* A¡> =(3,~,|) => B^ = Pi -B = 2 aJ =2(3,-|,|) = (6,-3,3) 


P 1 P 2 =P 2 -Pi =(-3,3,0) => Bp 2 = p 2 - B = (3,0,3) como Bp 2 //L y p 2 e L 
entonces L = {(2,3,0) + r(3,0,3) / re R¡ 
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, „ . * + 4 5-z 

Dado el plano P: x - 2y + 3z = 8 y la recta L: —-— = ——, y =-1. Hallar la 

ecuación de la recta que pasa por el punto (0,2,-1) paralela al plano dado y 
corta la recta L. 

Solución 

x + 4 5 - z 

A la ecuación de la recta L: —-— = ——, y = -I, escribiremos en forma 
vectorial L = {-4,-4,5) + t(4,0,3) / t € R}. 

Sea L¡ la recta por determinar, es decir: = {(0,2,-l) +r(a,b,c) /r e /?}como 
L, corta aL => 3p e L, n L e L, Ap e L 

Si pe Lj => p(ra, lfrb, - 1 +rc) p s L p(-4 4t,-1,5 + 3i) 

de donde por igualdad (ra, 2 + rb, -1 < re) = (-4 + 4t, -1, 5 + 3t) entonces: 


-4 + 4 1 = ra \ 

-1 = 2 + rb ‘ =>\b = —— 

r 

5 + 3/ = -l + rc i 


como P: x-2y+3z=8 de donde N = (1,-2,3) como I,//P entonces 


a ±N donde a =(a,b,c) Si a 1 N => a .N = 0 => a-26 +3c = 0 ...(2) 

4/ -4 6 18-9/ 

reemplazando (1) en (2) se tiene. + 7 + ~ r => 

12 3 6 —» 3 

de donde: a = —, b = — ,c =-como a - (a,b,c) = — (4,—1,-2) 

r r r r 

L¡ = {(0,2-1) + A(4,-l,-2) / A e «} 
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El intercepto Y de un plano es menor en una unidad que su intercepto Z y 
mayor en 2 unidades que su intercepto X, si el volumen encerrado por el plano 
y los tres planos coordenados es 15í/ 3 , Hallar la ecuación del plano. 



Solución 

Los puntos por donde pasa el plano 7t son: 
(0,0,a), (0,a - 1,0), (a - 3,0,0) y la ecuación del 
plano es: 

7C\ N\x,y,z) = d donde A r = (A,B,C) 

(0, 0, a) 6 ti => (A,B,C).(0.0,a) = d => aC = d 
(0,a - 1,0) e ti => (A,B,C).(0,a - 1,0) = d 
B(a-l) = d => (a - 3,0,0) e n 


(A,B,C).(a - 3,0,0) = d => A(a - 3) = d. de donde 

d d d 1 d , 

A= ,B= ,C= además se tiene que: V = -— donde F = 15« 

a - 3 a -1 a 6 ABC 


1 d ] 


d d d 


V =- j - j —j = 15 => (a-3)(a-l )a=90 => a=6 de donde A=— ,S=— ,C=—, 

6 d d a 3 5 6 

a-3 a-1 a 


-* 111 x y z 

como jr. N.(x,y,z) = d => n\ d(— , —, — ).(x,y,z) = d 7r.— + — + — = \ 

3 5 6 3 5 6 



Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1,-1,1), perpendicular a la 
recta 3x = 2y = z, y paralela al plano x + y - z = 0 

Solución 

Sean L = {(1,-1,1) + X(a,b,c) / X e R} la recta buscada L i :3x = 2y = z 
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entonces: =f => A-íf *> 


/-li,. => (a,b,c).(— . —, 1) = 0 => 2<7 + 3¿> + 6c = 0 ...(1) 

3 2 

—> 

como el plano P: x + y - z = 0, de donde TV = (1,1,—1) por ser 
P IIL => N.(a,b,c) = 0 

(l,l,-l).(a,¿>,c) = 0 entonces a + b - c = 0 ...(2) 


ahora resolvemos el sistema siguiente: 


2a + 3b + 6c = 0 I a = 9c 


a + ¿> - c = 0 ló = -8c 


(a,b,c) = (9c,-8c, c) = c(9, -8. 1) por lo tanto L = {(l.-l,l) + 7.(9,-8,l) / X e 

x - 1 y +1 z - 1 

R¡ lo que es igual a expresar en la forma. L: -= —— = —— 


Sean n x : 3x + y-z= 1 y n 2 \ x-y + 3z = 1, dos planos. Hallar las ecuaciones 
paramétricas de la recta L que pasa por las proyecciones del punto Q( 1,1.1) 
sobre cada plano. 


Solución 






Del gráfico se observa que la recta L pasa por los puntos A y B que son las 
proyecciones del punto Q sobre cada plano, por lo tanto calcularemos los 
puntos A y B. 
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Para el punto A trazamos la recta L { , es decir: L x ={(l,l,l) + /(3,l,-l)/í e R\ 

como Ae L x r\7t x entonces Ae L, a A eTT, . Si A e L x => A(1 + 3t, 1+ t, 1-1) 

2 

para algún t e R, además A 6 TC X => 3(1 + 3t) + 1+ t + t - 1 - 1 => t - - —, 

11 

5 9 13 

de donde el punto A (—, —, yy) Para el punto B trazamos la recta L 2 , es 
decir: L 2 = {(1,1,1) + f( 1-1,3) /1 e /?}como B eL 2 n 7T 2 =>BeL 2 /\Be7T 2 

SiBeL, => B(1 + t, 1 - t, 1 + 3t) para algún t e R 

2 

además Be TT, => 1 + t - 1 + t + 3(1 + 3t) = 1 => / = -— 

2 11 

9 13 5 

de donde el punto ZJ(yy , yy , yy) 

—> -» ^ 

Sea a = AB = B-A =—(1,1,-2) por lo tanto la recta L pedida es: 

5 9 13 

L = {(yy , yy, yy) + 1,1-2) / X e R] cuyas ecuaciones parametncas es: 
í 5 

l x *ñ*' 


L.\y = yy + /7 .p e R 


13 

rn; 2 " 

r 1.36. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

(T) Una recta pasa por el punto A(-2,l,3), es perpendicular e intercepta a la recta 
— {(2,2,1) + f(l,Ó,-l) / / e 7?¡. Hallar la ecuación vectorial de dicha recta. 


Rpta. L={(-2,1,3)+ 7(1,1,1)/X e R}. 
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Por los puntos A(-6,6,-5) y B(12,-6,l) se ha trazado una recta. Hallar los 
puntos de intersección de esta recta con los planos coordenadas. 

Rpta. (9,-4,0), (3,0,-2), (0,2,-3) 

Dados los vértices de un triángulo A(3,6,-7), B(-5,2,3) y C(4,-7,-2). Hallar las 
ecuaciones paramétricas de su mediana, trazada desde el vértice C. 

Rpta. x = 4 + 5t, y = -7 - 11 1 , z = -2 

Hallar las ecuaciones de la recta L que pasa por el punto A(-1,0,2), es 
ortogonal a la recta - {(2,2,0)+ /(5,-2,-3)/ 1 e 7?} y que corta con la recta 
x -1 y 2-1 

L 2 : ~J- = - = -—- Rpta. L={(-l,0,2)+t(32,65,10)/t eR}. 


Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto M(-4,-5,3) y se corta 


con las dos rectas. L, 


x + 1 y+ 3 2-2 


x -2 v +1 z -1 


Rpta. L : 


x + 4 _ y + 5 _ 2-3 


Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-l,2,-3), es 

—► 

perpendicular al vector a =(6,-2, -3) y se corta con la recta 

x -1 y+ 1 2-3 x +1 y-2 2 + 3 

- = Rpta. L: ——— = = 


Dadas las rectas £, = j(3,l,0) + /(l,0,l)/r e í) y L, = {(1,1,1) + 4(2,1,0 )/A e /?}. 
Hallar el punto Q que equidista de ambas rectas una distancia mínima, además 

... 13 3 3 Vó 


hallar esta distancia. 


13 3 3 V 6 

Rpta. Q(— , ; , -) y d =— 
4 2 4 4 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2,0,l) y que intercepta a 
la recta L t = {(1,2,3) -+ /(2,2,3) / / 6 /?) en ángulo recto. 

Rpta. L={(2,0,l)+A.(-33,18,10)/teR} 
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© 

© 

© 

© 

© 


La recta L pasa por el punto A(2,l,5) y además intercepta y es perpendicular a 

x-1 y + 2 2-3 . , ., , 

la recta :-= --=-. Determinar la ecuación de la recta L. 

1 3 4 2 

Rpta. L={ (2,1,5)+t(28,-11 ,-20)/teR} 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto medio de AB donde 
A(-5,-4,4) y B(3,-2,-4) y que corta a la recta = {(1,1,1)+ /(-3,-8,-3)// e /?) 

Rpta. L={(-l,-3,0)+ >.(1,4,2)/ X e R¡ 
Determinar la distancia más corta entre las rectas L,: 2x = y = z, 
£,:x = y = 26+z Rpta. d(L i ,L 2 ) = \3sf2u 

Sean las rectasi, = {(5,1,2)+ í(2,0,2)// e R), L 2 = {(3,2,1) + Á(2, 1,0) / Ae /?¡, 
Hallar un punto que equidista de ambas rectas una distancia mínima. 

13 3 3 

Rpta. P (—, —,—) 

4 2 4 

Una rectaLj pasa por los puntos A(2,l,-1) y B(5,-l,3) y otra recta L 2 pasa por 
los puntos C(-4,2,-6) y corta perpendicularmente a /.,. Hallar la ecuación de 
l 2 . Rpta. L, ={(-4,2-6) +/(2,11,-7)// e R| 


© Hallar la ecuación vectorial de la recta que intercepta un ángulo recto a las 
rectas = {(3,4,3) + í(2,2,3)//e 7?) y L 2 = {(1,6,-1) + á(-l,2,0) / Á e R) 

Rpta. L= {(l,6,-l)+t(-2,-l,2 )/1 e R} 

©) Dado los vértices de un triángulo A( 1 ,-2,-4), B(3,l,-3) y C(5,l,-7). Hallar las 
ecuaciones paramétricas de la altura bajada desde el vértice B al lado opuesto. 

Rpta. x = 3t + 3, y = 15t+ 1, z= 19t — 3 

©) Hallar la ecuación vectorial de una recta que pasa por el punto A(2,l,-1) y 
corta a las rectas I, = {(l,l,l) + /(2,4,5)// e R\ y Z, 2 :ejex. 

Rpta. L ={(2,l,-l)+t(13,8,-8)/1 e R} 
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Dado los vértices de un triángulo A(3,-l,-l), B(l,2,-7) y C(-5,14,-3). Hallar las 
ecuaciones canónicas de la bisectriz del ángulo interno del vértice B. 

x-\ y -2 z + 7 


Rpta. 


1 -3 -8 


Dados los vértices de un triángulo A(2,-l,-3), B(5,2,-7) y C(-7.11,6). Hallar las 
ecuaciones canónicas de la bisectriz del ángulo externo al vértice A. 

x-2 y+1 2 + 3 

n_A_ i . * 


Rpta. L: 


-1 -7 


Hallar una recta L que intercepta a las rectas = {(2,1-1) + í(3,4,0) 11 e. R) y 
={( 1.1.2) + /(—4,3.0) / r e formando un ángulo 9 = arctgs/2 con cada 
una de ellas. 

U = j(||, 1) + r(l-7.5) /1 £ = |(|j. -1) + 4—1,7,5) !XeR\ 

Encontrar la longitud del cordel que se necesita para llegar desde el punto 
P(8,6.5) hasta una vara recta de inadera que pasa por los puntos A(3,5,3) y 


B(8,3,l). 


Rpta. d(P.L) 


Í629 

33 


Hallar la ecuación de la recta L que pasa por el punto 4( 1,0.2) que es 
octogonal a la recta ={(l + 2í, 5/. 1 + 1)11 e /?} y que se corta con la recta 


x-2 2-y z 


Rpta. L= {(1,0,2)+ t(53,-14,-36)/t 6 R¡ 


Las rectas y L-, de vectores direccionales (-3,1,2) y (1,2,3) 

respectivamente, se interceptan en (4,1,1). Hallar la recta (ó rectas) L¡ que al 
interceptar a las dos primeras, determinan un triángulo isósceles con base en 
¿3 y cuya área es (yj\9 u- 
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Hallar las recta L que pasa por el punto A(5.0,0) que corta al eje y en un punto 
B de tal modo que forma con el origen un triángulo de arrea 30 u . 

Rpta. L = {(5,0,0) + t(-5,±12,0) /1 e R} 

Hallar las ecuaciones paramétricas de la perpendicular común a las rectas, 
dadas por las ecuaciones L ] :x = 3l 7, y = -2í+4 , z = 3/ + 4 y 
¿ 2 : x = t + 1 , y = 2/-9, z = -/ - 12. Rpta. L: x = 2t-5 , y = -3t+1, z = -4t 

Una recta que pasa por el punto A( 1,2,3), haciendo un ángulo de 30° con el eje 
X y 60° con el eje Y. Hallar su ecuación. 

Rpta. L - {(1,2,3) + /(+V3,1,0)// e /?) 

x-l y -1 z-1 

Dados un punto A en la recta : -—- = ■ ■ ■ =-y un punto B en la recta 

2 3 4 

L 2 = {(3,0,8) + í(l,2.5,2)/í e R) que determinan un segmento AB que 
forma con la recta Z,, un ángulo de 30°. Hallar la distancia de A a B. 


Rpta. || AB ||=10 

Hallar la ecuación vectorial de la recta L, que intercepta a las rectas 
L, ={(l,-2,5) + í(2,3,^t)/í 6 /?| y ¿ 2 = {(-2,1,-2) + 40,1,2 )/X e /?} en 

9 9 25 

ángulorecto. Rpta. /. = {(- — , - — , —) + /(-30,197,-137)//e /i} 

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P 0 (3,-3,4) 
y que es ortogonal a cada una de las rectas = {(-2,3,-2) + í(2,-l,5 )/1 e /?} 
x-3 2y-l 3-z 

y L, : -=-=-. Rpta. x = 3 - 7t, y = -3 + 1 lt, z = 4 + 5t 

1 2-3 

Dadas las rectas L, que pasa por los punto A(2. 1,2) y B(5,4,5) y Lj que pasa 
por los puntos C(7,4,3) y D( 10,8,5). 
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a) ¿Cuál es la menor distancia entre ambas rectas? 

b) ¿Calcular un vector ortogonal a ambas rectas cuya longitud sea igual a la 

distancia menor? Rpta. a) d = -/fui, b) a =(-2,1,1) 

¿o) Determinar una recta L tal que con las rectas £, = {(2.1.4) + /(l,1,0)// 6 /?} , 
L 2 = {(2 + á, 1 + A, 3 + A) / A e R\ . Determine un triángulo de área 5 U' . 

Rpta. ¿ = {(4,3.4) + /(l±5V2,-l£5V2, ±5V2)//e r] 


© 

© 

© 

© 

© 


La unión consecutiva de los puntos A, B, C y D es un paralelogramo si las 
coordenadas de los tres primeros puntos son A( 1,2,3), B(0,-l,4), C(-l,2,6). 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos C y D. 

Rpta. L = {(0,5,5)+t(-l,-3,l) / te R} 

¿Cuales son los puntos de la recta L = {(v.y.z) e R^ Ix = y = z\ j tales que, 
junto con el punto ( 0 , 0 , 2 ) determinar un triángulo equilátero?. 

Hallar una ecuación de la recta que pasa por el punto P 0 (0,1,1) y corta a las 
rectas L, = {(1,-2,0) + /( 1,2,1) / / e R), L 2 = {(.r ,y,z) e R i l x - y , x = zj 

Rpta. L= ¡(0,1,1) 3,1,1) /teR} 

Dadas las rectas £, = {(2 + /, 6+2/, 1)//e /?} y ¿ 2 = {(1, 6 + r. \)/r e /?(. 
Hallar la recta L que intercepta a L, y ¿ 2 determinando un triángulo de una 
unidad cuadrada de área, si L pasa por el punto M(3,2,l). 

Rpta. L = {(3.2,1) + t(-2,5,0) /t € R| 

Dado el punto A(4,3,2), determinar dos puntos B y C de la recta 
L ={(2t,3,-t) /teR) tal que con A sean los vértices de un triángulo isósceles 
de área igual a 6 i/ 2 . si el lado desigual esta sobre la recta L. 


Ru las y Planos en el Espacio Tridimensional 


81 


Dado el punto A(4,3,2), determinar dos puntos B y C de la recta 
L = {(2,-2,2) + t(3,1,1 )/t e R¡, tales que con A, sean los vértices de un 
triángulo isósceles de arrea igual a 9-J22 unidades cuadradas, si el lado 
desigual esta sobre la recta L. 

Dado el punto Q(6,3,2) y la recta L = {(1,-1,4) + t(0,-l,l) /teR) determinar 
las rectas que pasa por Q y cortan a L formando un ángulo de 60°. 

3>/2 3V2 

Rpta. £, = {(6,3,2) + /(-5,-l + -^-,-l—^-)/f e fi} 

3>/2 3>/2 

L 2 = {(6,3,2) +Á(-5-\- -,-l +- )/Ae R) 

2 2 

Las rectas L ] = {(3,-2,4) + /(0,4,-4) 11 e R\, L¿= {(1,-1,2)+ 4 - 2,-l,0) I Ae R\ 
y = {(2,6-3) + a(3-5,5 )la e /?} contiene 3 aristas de un paralelepípedo. 
Encontrar cada uno de los otros vértices de este si (3,-2,4) y (2,6,-3) son dos de 
ellos. Rpta. (3,-2,4),(2,6,-3),(3,0,2),(5,l,2),(5,-l,4),(0,3,-l),(0,5,-3),(2,4,-l) 

Hallar la ecuación de una recta perpendicular al plano XZ, que una las rectas 

£, ={(1-1,1)+ /(2,-1,4)// e R), L 2 ={(l,2,-3) + /l(-l,4,2)/Ze /?} 

Rpta. L ={(0,6,-l) + t(0,1,0) / ts R) 

Hallar la ecuación de la recta L que pasa por el punto A(3,4,-5), corta a la recta 

I, = {(1,3-2)+ /(4,3,2)/Z e /?} y es perpendicular a la recta 

x-4 y+2 

£,: - = L -,2 = 5 

‘ 2 3 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por (1,2,3) y que intercepta 
perpendicularmente al segmento de extremos (2,3,4) y (-3,2,5). 
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Hallar la ecuación de la recta que pasa por (2,1,5) y es perpendicular a los I 
vectores ( 1 ,- 1 , 2 ) y ( 2 , 1 ,- 1 ). 

Determinar la ecuación de la recta que intercepta un ángulo recto a la recta 
{(1,2,3) + í(2,l,-l)//e/?} y que pasa por el punto A(2,0,l). 


Hallar el punto de intersección de las rectas si existen. 


, x y -2 x-\ z+3 

a) ¿i : 7 = — = z+l, L 2 : =y + 2 = 

3-1 4 -3 


x-2 y-2 x-3 z + 2 

b) -=- -z-3, -= y + 5 = - 

-3 6 "2 4 

y z x — 1 

Hallar la distancia entre las rectas L : x =■— = —, -= y-4 = z + l 

2 3 -1 

Encontrar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen, es perpendicular 
a la recta x = y -5, z = 2y -3, y que intercepta a la recta y = 2x+ 1 a z= x+ 2. 


Kpta. L: 


x y z 

-1 -l 1 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto /y (1,0,1) y corta a las 
rectas L¡ = {(-1,1,l) + /(2,0,l )//e /?}, L 2 : x-y + z = 1 , ,v + 2y-z = 0 

Rpta. L = {(1,0,1)+ >,(-6,7,18)/XeR} 

Hallar una ecuación vectorial de la recta que pasa por P(0,l,-2) y corta a las 
rectas = {(1,4,3)+í(l,3,0)/í e R\, ={(jc,y,z) e R 3 ¡x-y = 2>z a 4-z = .y] 

Rpta. L ={(0,l,-2)+t( 13,39,-7)/t e R¡ 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(3,l,2) y corta a las 
rectas I, = ¡(2,4,-1) + /(0,1,2)// e/?}, L 2 :x-y + z = 4 a2.y + z = 6 

Rpta. L = {(0,2,6)+ t (1,-1,-2)/te R¡ 
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Hallar una ecuación vectorial de la recta L cuya ortogonal sobre el plano XY 
esta dado por z = 0, x-2y-5=0y cuya proyección ortogonal sobre el plano 
YZ esta dado por x = 0, y-z + 2=0. Rpta. L= {(1 ,-2,0) + t(2,1,1) /t e R ¡ 


(sí) Sean las rectas ¿|:x-_y + z-5 = 0 a x-3>' + 6 = 0; 2_y + z-5 = 0 a 

4x - 2_y + 5z - 7 = 0. Demostrar que L, IIL 2 . 



Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto /^(Eó.-S) y es 
perpendicular a cada una de las rectas. 


¿i: 3x-2.y + 3z + 9 = 0 a x + y-2z+13= 0; 

¿ 2 : 2x + 2>’-5z+10 = 0 a x-_y-z + 3 = 0 

Rpta. L = {( 1,6,-5) + t(-2 1,19,-30) / t e R } 


(53) Encontrar la distancia perpendicular del punto P(-l ,3,1) a la recta x-2z=l, y=l. 

3VTo 

Rpta. d(p,L) = —-— 

^ 4 ) Hallar la distancia del punto P(6,-3,3) a la recta L:2x+2y+z=0 a 4x-y-3z -5=0 

Rpta. d(p,L) = 3 

(si) Las rectas = |(x,>»,z) e R 3 lx-2y = 3,= 2}, L 2 = {,4 + í(3,-5,5 )lt e >?}, 
¿ 3 ={(x,y,z) e lx = 3, y + z = 2 J contiene aristas de un paralelepípedo, 
uno de cuyos vértices es A(2,4,-l) encontrar sus otros vértices y su superficie 
lateral. 

Rpta. a) (3,0,2),(5,-l,4),(0,5,-3),(5,l,2),(0,3,-l),(2,6,-3),(3,-2,4) 

b) (2V294+2>/2+4V6 )u 2 
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Demostrar que la condición, según la cual las dos rectos' 

x-a x y-bj z-c¡ . x-a 2 y-b , z-c-, . 

L\. -=-=- y L -.: -=-=- están situadas en 

m \ m 2 m s n, n 2 n 3 

a 2 -a ] -ó, c 2 -c, 

un plano, se puede expresar de la forma: /n, m 2 m 3 =0 *1 

n. n-, n. 




Halle el punto de intersección de la recta: L: x = 4 + 5t , y = -1 + t, z - 4 -1 
y el plano 3x - y + 7z + 8 = 0. Rpta. P(-31,-8,11) 


Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzada 

íx + y+ 2z-1 = 0 Í2x-y + z-3 = 0 , , , s/ó 

L r- .. ... . , . L 2=\ . _ , „ Rpta. d(L i ,L 2 ) = —— 


x — 2 y — z — 1 =0 




Hallar la distancia del punto P(-1,2,3) a la recta: L : 


x-1 y +3 z 
6 ~ -2 3 

Rpta. d(P.L) = 7 


Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas que se cruzan 
i _i/i su , ./‘uit/,. di . i . x + 2 y 2+1 


L, ={(l,-2,3) + í(2,l,l)//e/?|; L¡ : 


-3 1 2 


Hallar la distancia del punto P(7,7,4) a la recta: L : 


Rpta. d(L ] ,L 2 ) = — 'JÍ 

j 6.v + 2y + z - 4 = 0 
|ó.r — y — 2z - 10 = 0 

Rpta. d(P,L) = 11 


Hallar la proyección del punto P(2,-l,3) sobre la recta L : • y = 5/ - 7 

z = 2/ + 2 


Rpta. Q(3,-2,4) 
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Demostrar que la recta L.\y = t , -oc<r<oo 


a) Esta en el plano 6x + 4y - 4z = 0 

b) Es paralela al plano 5x - 3y + 3z = 1 y esta debajo de él. 

c) Es paralela al plano 6x + 2y - 2z = 3 y esta arriba de él. 

Un plano pasa por el punto (3,1,-1), es perpendicular al plano, 
2x - 2y + z + 4 = 0 y su intersección con el eje z es -3. Hallar su ecuación. 

Rpta. 7t: 5x + y - 8z = 24 

jr+l y-1 z-2 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el recta L: -=-=-, y 

3 2 4 

es perpendicular al plano ir: 2x + y + 2z + 4 = 0. Rpta. P: 2y-z = 0 


Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos extremos de los vectores 

-4 “4 

a = (2,-3,-1), b = (0,-1,4), c = (2,1,-3) si los vectores tienen su origen en 


el punto p( 1,0,3). 


Rpta. ji: 6x + y + 2z = 19 


x y-6 z + 3 

Hallar la ecuación del plano determinado por la recta L: — = 1 - =- y 

1 2 -1 


el punto p(4,-3,2). 


Rpta. ti: x - 9y - 17z + 3 = 0 


Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos A(l,0,-1) y B(2,0,2) y 
forma un ángulo de 60° con el plano 2x - 2y + z + 6 = 0. 


Rpta. tt. 21x + (40-3VT70)y-7z = 28 


Tty 21¿ + (40 + 3Vl70)y-7z = 28 






Eduardo Espinazo Ramo, 


Hallar la ecuación de cada plano que contiene intercepto x en 2. intercepto y 
en .3, y se halla a las distancia de — del origen. Rpta. P: 3x + 2y ± 6z = 6 ¡j 

Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos A(-2,5,3) y B(4,8,-8) y 
es perpendicular al plano XZ. Rpta. P: llx + 6z + 4 = 0 

Determinar los puntos de intersección y el ángulo que forman los planos 
n x \ 4„r+3y + z = 0; k 2 : x+y-z- 15 


Calcular la distancia del punto p(6,-3,3) a la recta: L\ 


2x + 2y + z = 0 
4x-y-3z- 15 = 0 


Hallar la ecuación vectorial de la recta que pasa por el punto p(3,2,-l) y que 


corta a las rectas. L.: 


x-y = 0 


V n y 

[x-z = 0 


2x - y + z = 0 
y-2z + 2 = 0 


Determinar la ecuación de la recta que pasa por el punto medio de AB y corta 
bajo un ángulo de 60° a la recta que pasa por M y N donde A(2,4,0), B(0,0,- 
2), M(3,3,3), N(-Í,3,3). 


Desde el foco F(0,0,10) se lanza un rayo luminoso el cual se refleja en el 
espejo plano n de ecuación x + y + z = 1. Hallar la dirección con la cual se 
lanzó el rayo, si el rayo reflejado pasa por el punto G(2,3 15). 


Halle la ecuación del plano que contenga a la recta x - 3 = -(y + 5)= -(z + 2) y 
el punto (5,0,-4). Rpta. P: x + z = 1 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto A(2,2,-4) y es paralelo cada 
una de las rectas x+y—z + ll = 0 a x-y+2z— 7 = 0 y 

L 2 : 2x-3y-2z + 8 = 0 a x+2y+z-9=0 Rpta. P: 29x + 9y + z - 72 = 0 
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Un rayo de luz se dirige por la recta L = {(2 -1, -t, 1) /1 e R} al chocar con el 
espejo plano n: 2x - y + z + 2 = 0, se refleja. Hallar la recta en la cual esta 
el rayo reflejado. Rpta. = {(-5,-7,l) + /l( 1,4,1)/ A e /?} . 

Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto A( 1,-1,4) y es ortogonal a 
cada uno de los planos P, : 2.r + y-z+2 = 0 y P 2 : x-y + 3z-l = 0. 

Rpta. P: 2x - 7y - 3z + 3 = 0 

Hallar la ecuación del plano perpendicular al plano XY y que pasa por los 
puntos A(l,5,-3) y B(-5,-4,11). Rpta. P: 3x-2y + 7 = 0 

Dado el plano re y x- y + 2z = 2 que representa un espejo, al cual incide un 
rayo luminoso que sigue la trayectoria de la recta 
L { = {(0,2,0)+ í(l, 1,1)/ 1 6 R\. Hallar el punto de intercepción de la recta 
¿ 2 que contiene al rayo reflejado con el plano k: 2x + y + z=16. 

El radio vector normal a un plano tiene una longitud de 5 unidades y dos de 
sus ángulos directores son a=45° y p = 60°. Hallar la ecuación del plano si este 
pasa por el extremo de su radio vector normal. Rpta. n ,: 42x + y + z-10 = 0 

re -,: 42.x + y- z-10=0 

El volumen del tetraedro fonnado por un cierto plano y los planos coordenadas 
es 12w 3 . Hallar la ecuación del plano, sabiendo que es paralelo al plano 
cuya ecuación es 3x + 2y + 4z + 6 = 0. Rpta. P: 3x + 2y + 4z ± 12 = 0 

Hallar la ecuación del plano que contiene a la recta L: x = y = 2z y que 
además pasa por el punto A(0,1,0). Rpta. P: 2x - z = 0 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto A(-2,3,l) y es ortogonal a 
los dos planos. P, : 3x + 2y-z=l y P 2 : 2x-5y + 4z=7 

Rpta. 3x - 14y - 19z + 67 = 0 
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Hallar la ecuación del plano que pasa por los punto A( 1,2,-4), B(4,- 
3,2) y C(-4,5,10). Rpta. P: 1 lx + 9y + 2z - 21 = 0 

Hallar la ecuación del plano que pasa por los punto A(2,0,-l), B(0.2,5) y es 
ortogonal al plano 3x + y - z = 7. Rpta. P: x - 2y + z = 1 

Hallar la recta L que es paralela a los planos P, : 3x+12.v-3z = 5 y 

x + 5 y- 3 z+ 1 

P 2 : 3x-4>' + 9z = -7 y que corta a las rectas L¡: -- - - = —— - y 

x-3 _y+l z-2 

-= -— =- Rpta. L = {(-3,-l,2) + /(-8,3,4)// e /?} 

-2 3 4 

El pie de la perpendicular trazada desde el origen al plano P es el punto 
A( 1,-2,1). Hallar la ecuación del plano P. Rpta. P: x-2y + z = 6 

Encontrar la ecuación de un plano que pasa por el punto A(l,-2,1) y es 

perpendicular al vector OA , siendo O el origen de coordenadas. 

Rpta. P: x - 2y + z = 6 

Hallar la ecuación vectorial de un plano P. Sabiendo que la 
recta L = {(1,1,1) + t (0.1,1) /1 eR} está contenida en el plano P y que el 
ángulo que forma el plano P con el plano n: 3x - y - z = 0 e» 60°. 

Rpta. P: (22,5,-5).[(x,y,z)-(1,1,1 )]=0; P': (-22,5-5).[(x.^.z)-(1,1,1)] =0 

Hallar la proyección ortogonal de la recta. L = {(1 + t, 1 - 2t, 2 + 3t) /1 eR) 
sobre el plano n: x - 2y + 3z = 33. Rpta. P¡ oy L n = (3,-3,8) 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los 
planos 3x - y + 2z = 5 y 8x + 2y - z = 3 y que contiene al origen. 

Rpta. 7t: 31x+13y-llz = 0 

Dos rectas = {(3,4,3) + í(-2.0,l)/í e 1?} y ¿ 2 = {(1,-24,-3) + f(l,-2,l)/t e R\ 
son paralelos a un plano P y están en lados opuestos respecto al plano. Hallar 
el plano P si se sabe que d(L,, P) = d(L 2 , P) = 3 
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Un plano pasa por el punto A(5,-l,3) y dos de sus ángulos directores de su 
normal son a = 60° y p = 45°. Hallar la ecuación del plano. 

Rpta. 7t, : x + -j2y + z-8 += 0 ó n 2 : x + yÍ2y + z-2 + -j2 =0 


(%) Hallar la distancia del punto p al plano ir donde. 


a) p(15,-22,10), 7t: x + lOy + 4z + 15 = 0 Rpta. d(p,n) = 


50Vl3 


b) p(-10,-10,5), 7t: x + 2y - 3z = 18 


03 /- 

Rpta. d(p,x) = — vl4 


c) p(3,-2,5), n: 2x-y + z = 0 d) p( 1,1,5), tt: 2x + 3y - 2z = 4 


© 


Dados los puntos A(3,5,l), B(-l ,1,3) y C(2,4,l) del triángulo ABC, donde G es 
el centro de gravedad de dicho triángulo y G es la proyección ortogonal de R 

sobre el triángulo ABC. Si ¡| GR ||= 6 2 . Hallar la proyección ortogonal de G 

3 1 

sobre el plano BCR. Rpta. (—, 3, - —) 

Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1,3,0) y (4,0,0) y forma 
un ángulo de 30°con el planox + y + z- 1 =0. 

Rpta. n: 4x + 4y + z-16 = 0 


Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta : 


x + 2 y -3 


paralela a la recta L 2 : 


Rpta. P: 7x + 6y + z - 4 = 0 



Un cubo tiene dos de sus caras en los planos P, : 2x + 6y + 3z -12 = 0 y 
P 2 : 6x +18y + 9z + 6 = 0. Hallar su área total y su volumen. 

Rpta. A, = 24m 2 , V = 8u 
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Sean los puntos A(2,3,4) y B(3,l,6) y el plano P: x + y - 4z = 3. Hallar un 
plano ti que pasa por A y B y que forma con el plano P un ángulo de 45°. 

Rpta. tt: 2x - y - 2z = -7 

Hallar la ecuación del plano ji paralelo al plano ti,: x + 3y-2z+14 = 0 y tal 
que la suma de sus interceptos con los ejes coordenadas sea igual a 5. 

Rpta. ti: x + 3y - 2z - 6 = 0 

Hallar la ecuación del plano ti que contiene a la recta L:x-y-l=0 
a x+y+z=2y que es ortogonal al plano de coordenada X Z. 

Rpta. n: 2x + z = 3 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta x = 2t + 1, y = -3t + 2, ] 
z = 2t-3 y por el punto A(2,-2,1) Rpta. ti: 4x + 6y + 5z=l 


Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta I,: 


x-2 y-2 z — 1 


es paralela a la recta L 2 : —j- = ' ■ ■ - ■ = Rpta. ti: 2x-2y-z+l=0 


jx + y + 3z-7 = 0 

Hallar la ecuación del plano P que contiene a la recta L: \ y 

[3x + 2y-z= 0 

es perpendicular al plano P, : 2x + y - 2z +1 = 0. 

Rpta. P: 19x + lóy + 27z = 70 


Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto de coordenadas A(2,-l,l) y 
es perpendicular a los dos planos 2x-z + l=0, y = 0 Rpta. P: x + 2z - 4 = 0 


Determinar la ecuación de una recta que sea paralela a los planos 
P:x + z-4 = 0 y Q: x + y = 2 e intercepta a las rectas L¡ = {í(l,0,l)/f e /?} 
y L 2 = {(Q,1,0) +¿(0,0,3)//te /?} Rpta. L= {(l,0,l) + t(l,-l,l)/t e R} 
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Tres vértices de un tetraedro regular se encuentra sobre el plano 
re: 5x - 7y+z+2 =0 y el cuarto vértice sobre la recta L={(l+t, 2+t,-3+2t)/ 

1 3 

teR}. Hallar el volumen de dicho tetraedro. Rpta. V = — u 



Dados los puntos A( 1,2,3), B(4,5,6) y C(7,8,8). Hallar el conjunto M de puntos 
O de R } tal que A,B,C y P sean los vértices de un tetraedro de volumen igual a 
6 unidades cuadradas. Rpta. M:x-y+13 = 0ó M: x - y - 11 = 0 



Hallar la ecuación del plano P que pasa por los puntos A(-2,-3,5) y B(4,6,-10) 
y que es perpendicular al plano XZ. Rpta. P: 5x + 2z = 0 



Hallar las ecuaciones de cada uno de los planos que se hallan a 2 unidades del 
origen y tiene una normal que hace un ángulo de 60° con ambos eje X, eje Y. 

Rpta. x + y + 4lz = -4 ; x + y - -Jlz = -4 
x +y-4lz = 4 ; x + y-y¡2z = 4 



Determinar bajo que dirección debe ser lanzada rectilíneamente una partícula 
desde el punto A(2,2,3) hacia la recta L = {(0, 1 + r, -r) / r e R} para que la 
alcance al cabo de 2 segundos, siendo su velocidad V = >/3 u / seg. 



Rpta. AB =(-2-2-2) 

Una partícula comienza a moverse en la dirección en el punto A( 15,-22,10) y 

—► 

se mueve con una velocidad constante V = (1,1,1) ¿Cuánto tarda la partícula en 
alcanzar al plano ir: x+10y + 4z = -15? Rpta. t = 10 seg. 



¿En qué dirección debería moverse la partícula del problema anterior para 
alcanzar el plano en tiempo mínimo? si el módulo de la velocidad es el mismo 
del problema anterior ¿Cuál es el tiempo mínimo? 

Rpta. (1,10,4) , t m =tt>/39 seg. 
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Hallar el ángulo entre la recta de intersección de los planos 
3x + y + 3z =--5 ; x - y + z = 2 y la recta de intersección de los planos 

13 

8x-y + 7z = 3; x-y + z = 2 Rpta. 9 = árceos 

Determinar una ecuación de la recta L que satisfaga a la vez las condiciones 
siguientes: 

i) Esta contenido en el plano P determinado por los puntos p 0 (0,0,0), 
Pi (2,2,0) y P 2 (0,1,—2). 

x + 1 y -1 

ii) Sea perpendicular a la recta £,: —— = = 2 z. 

21 19 4 i 

¡ii) Para por Pn¿,. Rpta. £ = {(- — ,- — ,-~) + f(2,-3,10)/f e/?} 

Demostrar que la intersección de la recta. L = {Q 0 +t.a/t e R] y el plano 

- (Po-Qa)H •* 

n: (p-p 0 ).N = 0,es el punto A(Q 0 +(-—-) a). 

a .N 

Demostrar que la ecuación del plano que pasa por el punto /t(.x 0 ,_y 0 ,z 0 ) y es 
paralela a los dos vectores a = (a l ,a 2 ,a¡) y b se puede expresar 

y-yo z ~ z o 

en la forma: a, a 2 <i 3 = 0 

b\ b 2 b 2 

Demostrar que la ecuación del plano que pasa por el punto A\x l ,yi,z l ) y 
B(x 2 ,y 2 ,z 2 ) y es paralela al vector a =(a¡,a 2 ,a¡) se puede expresar en la 

y-y\ z ~ z \ 

x 7~ x \ yi~y\ z 2~ z ¡ =0 

a¡ a 2 a 3 


forma: 
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Demostrar que la ecuación del plano que pasa por tres puntos A(x ] ,y ] ,z¡) y 
B\x 2 ,y 2 , z 2 ) y c(x 3 ,y 3 ,z 3 ) se puede expresar en la forma: 

x ~ x i y-y\ z-z, 

*2“*i y2 -y¡ z 7 ~ z \ = ° 

*3-*i y*->\ z 2~ z \ 



Demostrar que la ecuación del plano que pasa por el punto p 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) y 
es perpendicular a los dos planos re,: A { x+B^y+C { Z + D x =0, 
n 2 : A 2 x + B 2 y + C 2 Z + D 2 = 0 se puede representar en la forma siguiente: 

x ~ x o y-yo z ~ z o 
A¡ A 2 A } = 0 

B\ 9 2 B 2 

Demostrar que la ecuación del plano que pasa por la recta L\ x = x 0 +ta, 
y = y 0 +tb, z = z 0 +te y por el punto a( x,,. y,,z,) se puede expresar en la 

x ~ x i y-y, 

forma: x t -x 0 yi~y 0 z,-z 0 =0 

abe 




Hallar la ecuación de la recta que pasa por (1,3,2), es paralelo al plano 
jc= {(1,4,0) + /(1,1,1) +A(0,1,2)/ t,A e 2?) y forma un ángulo de 60° con la recta 
L\ = {(1,—2,3) + /(1,0,1) /1 e R]. 

Rpta. £ = {(1,3,-2) + í(3±2a/2, 2±sÍ2, l)/í e /?} 


|2fy Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos (1,3,0) y (4,0,0) y que 
forma un ángulo de 30° con el plano x + y + z- l=0. 


94 


Eduardo Espinazo Ramos 



Hallar en el eje x un punto equidistante de los dos plañí 
7ij: 1 2x -1 6y +15z +1 = 0 y n 2 : 2x + 2y - z -1 = 0 



Hallar un punto C del plano ir: x - y + z - 3 = 0, tal que con los punto; 
A(2,l,l) y B(l,6,4) sean los vértices de un triángulo equilátero. 



\2x + y - z = 7> 

Hallar la ecuación general del plano que contiene a la recta L:) 

[x + 2y-z = 1 

y es ortogonal al plano 2x + y- z- 3 = 0. 

Rpta. 4x-7y + z- 9 = 0 



Hallar la ecuación del plano paralelo al plano 2x-y + 2z + 4 = 0 sabiendo que 
el punto (3,2,-1) equidista de ambos planos. Rpta. 2x-y +2z-8 = 0 



Hallar la ecuación de una recta que pasa por el punto (3,4,-6) y es paralelo a 
los planos x + 2y -z = 4 , 3x - y + 2z = -6. 

Rpta. L= {(3,4,-6) +1 (-3,5,7) / te R} 



jx + y + z-2 = 0 

Hallar la ecuación de la proyección de la recta L: sobre el 

[x + 2y + z = 0 

plano P: 3x + y + 3z - 1 = 0 



Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los plano P, y 
P 2 donde P,: 3x+10y + 5z + 6 = 0 , P 2 : x + 4y+ 3z + 4 = 0 y sea paralela 
ala recta L = {(1,5,-1) +1(3,2,-3)/1 e R}. 

Determinar la ecuación vectorial de la recta que sea paralela a los planos 
Pj: x + z-4 = 0 y P 2 : x + y = 2 e intercepta a las rectas {((1,0,1) + * e lí} y 
L 2 = {(0,1,0)+ A(0,0,3)/As /?} 
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La proyección ortogonal de la recta L sobre el plano P,: x - 2y - 3z = 0 es la 
rectas ¿,:{(l + 5í, 2 + t, t-\)lt g /?} y la proyección ortogonal de L sobre el 

plano P 2 :x + y + 2z = 6 es la recta I 2 :{(l + í, 1 + t, 2-t)/t e /?}. Hallarlas 
ecuaciones paramétricas de la recta L. 



Hallar la ecuación cartesiana del 
x z 

la recta L; — = —; y = -5. 

3 8 


plano que pasa por (2,6,1) y contiene a 
Rpta. 88x - 13y - 65 = 0 



Hallar la ecuación cartesiana del plano que pasa por (3,4,1) y es perpendicular 
a los planos x-y = 4,x + z = 6. Rpta. x + y- z- 6 = 0 



Hallar las ecuaciones de los planos paralelos que cortan en ángulo recto a los 
planos P,:x + z-2 = 0yP 2 :x-y + 3 = 0. Sabiendo que uno de ellos pasa por 
el punto p( 1,1,1) y el punto q(2,-1,2) equidistan de ambos. 



Hallar la ecuaciones del plano que pasa por la recta de intersección de los 
planos P,:x + y-z = 0, P 2 :x + 2y + z + 6 = 0yes paralelo a la recta que pasa 
por los puntos A( 1,-1,1) y B(2,1,2). 


(l39) Dadas las rectas ={(3,4,5) + í(0,1,-2)/ 1 e R}, ={(4,-2,l) + ^(l,2,3)/Ae /?} 

y ¿ 3 = {(0,0,0)+ ^(2,1,0)/ /?<=/?}. Hallar la ecuación cartesiana de un plano 
que corta a estas rectas en los puntos A,B y C respectivamente de tal modo 
AB=BC, se sabe además que estos puntos están alineados y que al plano 
solicitado es paralelo a la recta x = y = z . Rpta. 19x - 20y + z - 81 =0 

Encontrar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los planos 
2x-y-5z = 4 y 3x + y-z = 0 y es paralelo al plano 12x-y-17z=14 


Rpta. 12x - y - 17z = 6 




96 


Eduardo Espinoza Ramos 


Hallar la ecuación del plano P que pasa por los puntos A(-l,2,0) y B(3,-l,2> y 

1 

que forma ángulo 9 = arccos(-—) con el plano P,:x + y-4 = 0. 


La distancia del punto Q(l,0,3) del plano P es 3. Si P pasa por la rectal 
í 5x - 6y + 2z +15 = 0 

L: ) . Hallar la ecuación del plano P. 

U-2>- + z + 3 = 0 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto M(3,0,l) y forma un 
ángulo de 60° con la intersección de los planos P,: 2x + y - 2z - 2 = 0, 

P 2 ={(3,2,2) + f(l,2,2) + A(2,l.l)/Ue *} 


Dadas las rectas no coplanares concurrentes en 0(1,-2,3) 

x — 1 y + 2 z -3 x — 1 3 -z x-1 y+ 2 z-3 i 


x — 1 v + 2 z-3 x- l 3-z 

L: - = £-=-, i; -=-, 

2 2 13-4 


-2, I,: 


Hallar la ecuación de un plano que pasa por el punto M(-4,2,6) y forma 
ángulos iguales con estas rectas. Rpta. 3x - y - z + 20 


Hallar la ecuación del plano n que pasa por A( 1,4,-2), es paralela a 
la recta L={(2,6,5)+t (l,-2,0)/teR} y tal que la distancia de n a L sea igual a 1. 


3 -y z + 3 x + 1 3 -y z -1 

Consideremos las rectas L,: x = -1; —— =- y :-=-=- 

1 1 1 1 1 ¡ 

de modo que L es una recta que corta ortogonalmente a L { y h 2 ; si 7t j es el 
plano que determina L 2 y L; jt 2 es el plano que determina L 2 y L. 
Determinar el ángulo formado por n , y re 2 . 


Dados los planos 3x" + 2y + 5z + l = 0, n 2 : x-y + z + 4 = 0 

x-5 y-1 

n 3 : 2x + 3y-z-13 = 0 y las rectas L¡:—— = ^~ = 


L 2 : 


x + 2 
0 


3 ~ 4 


Determinar la ecuación del plano que pasa punto 


intersección de dichos plano y es paralelo a ambas rectas. 


y 

z 

» 

1 

de 
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Si L = {(í-1, 2-t, 0)/t e /?} y P: x + z-l=0 un plano. Hallar la recta 
¿i, contenida en P, tal que L , L,) = 60° 

Encontrar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los 
planos 2x - y - 5z = 4 y 3x + y- z = 0 y paralelo al plano 12x - y - 17z = 4 

Rpta. 12x-y-17z=12 

Hallar la ecuación del plano que pasa a través de la recta 
L ={(1,8,1) + t (l,-3,l)/teR} y forma un ángulo de 60° con el plano 2x-y+z= 7. 
Rpta. x + y+ 2z= 11 ; 1 lx + 2y - 5z - 22 = 0 


Un rayo de luz parte del punto (1,4,2) se refleja en el espejo plano YZ, este 
rayo reflejado, se refleja nuevamente en el espejo plano YZ y este último rayo 
reflejado pasa por (5,1,4). Hallar la ecuación de este ultimo rayo reflejado. 


19 18 

Rpta. Z. = {(— , 0 ,y) + í(6,5,2)/< g R) 


Hallar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto M(3,-2,-4) 
paralelamente al plano 7t: 3x - 2y - 3z - 7 = 0 y que corta a la recta 


jc-2 y + 4 z -1 
3 -2 2 


jr-3 y + 2 z + 4 

Rpta. — = r -=- 

5-6 9 



íx-2z-3 = 0 

La recta L: t , intercepta al plano x + 3y - z + 4 = 0, encontrar el 

[y-2z = 0 

punto de intersección p y encontrar la ecuación de la recta en éste plano que 

x-1 y + 2 z+1 

pasa por p y es perpendicular a L. Rpta. (1 ,-2,- 1 ) , -=-=-- 

-5 3 4 



Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de 
L, = {(9,5,4) + f(l, 1,2)//e /?} y I 2 = {(1,2,3) + ¿(2,1,1 )/A e siendo la 

distancia del plano al origen igual a J234 unidades. 

Rpta. 11 (x - 11)+ 7(x - 7) + 8(x - 8)= 0 
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Un hombre se encuentra en 0(0,0,0), lanza una flecha desde A(0,0,16) hacia 
un blanco en 8(50,12,16) que se encuentra sobre el plano 25x - 6y - 1178 = 0, 
haciendo impacto a 0.1 unidades del blanco. Si la flecha fue lanzada con una 
trayectoria paralela al plano XY, hallar el ángulo que debió girar el hombre 
para no fallar. Rpta. 3.62° 

Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto Q(3,-5,2) y es 
perpendicular a cada uno de los planos 2x + 3y - z - 5 = 0 , x - 2y + 2z - 3= 0. t 

Rpta. 4x - 5y - 7z - 23 = 0 

Una puerta rotatoria de un centro comercial consta de dos planos 
P,: 5x + 3y - z- 9 = 0 y P 2 : 3x - 2y + 5z- 6 = 0, se quiere aumentar un plano 
mas a la puerta, tal que pase por la recta de intercepción de ambos planos y que 
sea paralelo este plano a la columna que describe la ecuación de la recta 
£, = {(3,1,6)+ í( 1,1,0)/f e R }. Hallar la ecuación de dicho plano. 

Rpta. 19x - 19y + 41z - 39 = 0 

Hallar la ecuación de una recta que pasa por (3,1,2) y corta a las rectas * 

íx-y + z = 4 

¿i = {(2,4,-l) + /(0,l,2)/í e /?}, L 2 : ' ^ 

[2.r + z = 6 

Rpta. L ={(3,l,2)+t (-1,10,1 l)/t eR| 

Encontrar la ecuación del plano que es perpendicular al plano 2x + 3y - 5z = 0, 
contiene al origen, y es paralelo a la recta que pasa por los puntos (1,-1,3) y 
(2,1,-2). Rpta. 5x - 5y - z = 0 


Hallar una recta en el plano determinado por los puntos A(0,0,0), B(2,2,0) y 

x+\ y -1 „ 

C(0,1 ,-2) y que corta ortogonalmente a la recta L: -=-= 2z. 


Dados los puntos A(l,-3,4); B(3,-2,2) y el plano Jt: 2x - 2y + z - 12. Hallar 
los puntos C y D del plano n tal que A,B,C y D son los vértices consecutivos 


de un cuadrado. 
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5* - 4y - 2z = 5 

Hallar las ecuaciones de las proyecciones de la recta L.) 

[x + 2z-2 = 0 

sobre el plano P: 2x-y + z- l= 0 

Hallar la ecuación del plano que contiene a las siguientes rectas que se 

x — 2 y + 3 z + 2 Í3x + 2y + z = -2 

interceptan L ,:-=-=-, L -.: i 

4-13 [x — y + 2z = 1 

Rpta. 4x + 7y - 3z + 7 = 0 

[x + y-4z = 0 

Cuáles son los puntos B y C de la recta L: j tales que junto con 

[x + y = 4 

el punto A(3,-2,4) determinan un triángulo equilátero. 

Un rayo de luz parte un punto (2,1,6), se refleja en el espejo plano XZ, este 
rayo reflejado se refleja nuevamente en el plano YZ, y este ultimo rayo 
reflejado pasa por (3,8,2). Hallar la ecuación de este ultimo rayo reflejado. 

13 22 

Rpta. L = {(0,—,—) + í(5,9,—4)/í e R). 

x-\ y + 2 5-z y -1 z + 2 

Dadas las rectas L ,:-=-=- , £,: x = —2,-=- que se 

2 3 4 12 

cruzan. Hallar la ecuación de la recta que pasa por A(-l,-2,0) que sea 

perpendicular a L ] (en el espacio) y corte a L 2 ■ 

Rpta. L={(-l,-2,0) +1(-l,6,4)/teR} 

Hallar la ecuación del plano Jt que contiene a la recta L:x-y-l=0, 
x + y + z -2=0 y que es ortogonal al plano coordenado XZ. 


Por el punto A( 1,0,1) se traza una perpendicular al plano P: 2x+y - z = 7. 
Si B es el pie de dicha perpendicular, determinar un punto C, en la recta: 
L = {(-1,1,0) + t (0,1,5) /1 g R} de modo que el volumen del tetraedro cuyos 
vértices son A,B,C y D, es igual a Alf . D es el punto de intersección de la 


recta L con el plano P. 


3 25 

Rpta. c, (—1,0,—5) ó c 2 (—1,———) 
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Una puerta rotatoria de un centro comercial consta de dos planos 
P¡: 5jr + 3.y-r-9 = 0 y P 2 : 3x-2y + 5z~6 = 0. Se quiere aumentar un plano 
mas a la puerta, tal que pase por la recta de intersección de ambos planos y que 
sea paralelo este plano a la columna que describe la ecuación de la recta 
£, = {(3,1,6) -i- í( 1,1,0) / / e /?}. Hallar la ecuación de dicho plano. 

Rpta. 19x - 19y + 41z - 39 = 0 

Una partícula comienza a moverse en el A( 15,-22,10) y se mueve con una 
velocidad constante v = (1,1,1). ¿Cuanto tarda la partícula en alcanzar al 
plano: x + lOy + 4z = -15?. Rpta. t = 10 seg. 

¿En que dirección debería moverse la partícula del problema anterior para 

alcanzar el plano en tiempo mínimo? si el módulo de la velocidad es el mismo 

que en el problema anterior. ¿Cual es el tiempo mínimo?. 

-> 50 ,— 

Rpta. a =(l,10,4),f m = — v39 seg. ] 
39 

Hallar la ecuación vectorial de la recta que pasa por el punto P = (3,2,-1) y que j 
jx-y = 0 

corta a las rectas: £,: j y L -,: 

1 [jc-z = 0 2 


Í2.v-y + z = 0 
(_y-2z + 2 = 0 


Dados los planos 
7ty 2x + 3y - z -13 = 0 


7iy 3x + 2y + 5z+l = 0, itp. x-y + z + 4 = 0, 


y las rectas 


x-5 y-1 z 


x + 2 z-1 z . , 

£ : -=-= —. Determinar la ecuación del plano que pasa por el punto 

0 3 4 

de intersección de dicho planos y es paralelo a ambas rectas. 

Rpta. 5x - 4y + 3z + 13 = 0 


Se tiene dos túneles que parten de la superficie (Suponer que la superficie es 
lisa y es el plano XY) desde los puntos p u (0,5/2,0) y P\ B { 5,2,0) y llegan 
respectivamente, a los puntos p 2A (~ 7,-1,-7) y p 2B (-5,3-5). Hallar la 
mínima distancia que debe tener un túnel que debe quedar a nivel (paralelo al 
plano XY) y va a servir para interconectar a los túneles A y B. Rpta. d= 2.457 
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La unión consecutiva de los puntos A, B, C y D es un paralelogramo. Si las 
coordenadas de los tres puntos son A(l,2,3), B(0,-l,4), C(-1,2,6). Hallar la 
ecuación de la recta que pasa por los puntos C y D. 

Rpta. L= {(0,5,5)+ t(-l,-3,l) /teR} 



Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P(2,-3,-4) y que intercepta 
en los ejes coordenados segmentos de igual magnitud y diferente de cero. 

Rpta. P: x + y + z+ 5 = 0 



Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto M(3,-l,4) y también por la 
recta de intersección de los planos x + 2y-z = 4; 2x-3y + z = 6. 

Rpta. 3x - y - 10 = 0 



Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 
3x + y-2z + 2 = 0 y x-3y-z + 3 = 0 y es perpendicular al plano XY. 

Rpta. x + 7y - 4 = 0 



Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los planos 
2x-y-5z = 4; 3x + y-z = 0 y es paralelo al plano 12x-y - 17z + 14 = 0. 

Rpta. 12x - y - 17z - 12 = 0 



Hallar la ecuación de una recta que pasa por el punto P(3,4,-6) y es paralelo a 
los planos x + 2y - z = 4; 3x - y + 2z = -6. 

Rpta. L = {(3,4,-6) +1(3,-5,-7) /1 € R) 



Determinar la proyección de la recta L = {(1 ,-2,1) + t(l ,-l ,1) / teR} sobre el 

plano n: 4x + 2y-2z- 1 =0. Rpta. £ = {(^ ,-^ , ^) + f(l,-l,l)/í e/?} 

2 4 4 


& Hallar la proyección de la recta L = {( 1 ,2,- 1 ) + t(2, 1,-1)/ teR} sobre el plano 
n: x + y-z-8 = 0. Rpta. L n = {(3,3,-2) + í(2,-l,l)//e R) 
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Un plano es paralelo al plano P: 2x + 2y + z - 1 = 0 y el punto (2,2,2) es 
equidistante de ambos planos, hállese la ecuación del plano. 

Rpta. ti: 2x + 2y + z-19 = 0 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto M(l,2,-3) y es paralelo a las 
, x -1 y +1 z - 7 , .v + 5 y - 2 z + 3 

M 2 -3 3 -3-2-1 

Rpta. 9x + 1 ly + 5z - 16 = 0 

x = 2í +1 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta L : - y = -3/ 4- 2 y por el 

z = 2/-3 


punto M(2,-2,l). 


Rpta. 4x + 6y + 5z - 1 = 0 


Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta L : 


2x + y - z +1 = 0 J 

y es 

x + v + 2z + l = 0 


paralelo al segmento limitado por los puntos P, (2,5,—3) y P 2 (3,-2,2). 

Rpta. 9x + 7y + 8z. + 7 = 0 

x 3í +1 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta : • y = 2t + 3 y es 

z = -t - 2 


paralelo a la recta L 2 


2x-y + z-3 = 0 
x + 2v-z-5 = 0 


Rpta. I3x-14y+llz +51 =0 


Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta: : 


x -1 y + 2 




es perpendicular al plano P: 3x + 2y - z - 5 — 0. Rpta. n: x-8y - 13z + 9-M 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 
3x - 2y + z - 3 = 0, x - 2z = 0 y es perpendicular al plano x-2y + z + 5- 0 

Rpta. 1 lx - 2y - I5z - 3 = 0 i 
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Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los planos 
x-y + z =4, 2x + y-2z = 6 y por el origen. Rpta. x + 5y - 7z = 0 

Hallar la ecuación cartesiana de un plano que contenga a la recta 

g 

L = (1,2,-3) + t( 1 ,-4,2) / t e R} y se encuentra a una distancia de —== 

v4i 

unidades del punto P(2,-4,-5). Rpta. 6x + 2y + z = 7 : 30x + 2y - 1 lz = 67 





(T) A x B * B x A © Ax<() = 4)xA = «t> 

0 Ax(BuC) = AxBuAxC 0 Ax(BnC) = AxBnAxC j 

© Ax(B-C) = AxB-AxC © (A x B) x C =A x (B x C) 

© SiAcB => AxCcBxC, VC 

(?) SiAcCyBcD=>AxBcCxD 

2.3. RELACIÓN BINAR1A.- 

Dados X,Y dos conjuntos; diremos que R es una relación binaria de X en Y, si 
y solo si, R es un subconjunto de X x Y. 


. APLICACIÓN DE X EN Y.- 


Diremos que f es una aplicación ó función de X en Y, si y solo si, para cada 
x e X, existe un único y e Y, tal que y = f(x). 
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NOTACIÓN.- A la aplicación f de X en Y denotaremos por: f: X-»Y, 


donde D f = X. 


Ejemplo.- f: [-4,4] -* [0,4] tal que /(x) = V 16-at 


CLASES DE FUNCIONES.- 


Sea f: X —» Y, una función, entonces: 

a) f es inyectiva, sí y sólo sí se cumple: 


x„r 2 Gl ax,^x 2 => f(x x ) * f(x 2 ) 


b) f es suryectiva, sí y sólo sí para todo y e Y, 3 x e X tal que y = f(x). 

c) f es biyectiva sí y sólo sí, es inyectiva y suryectiva. 


CONJUNTO IMAGEN Y CONJUNTO IMAGEN 
INVERSA.- 


i) DEFINICIÓN.- Sea f: X -> Y una función y A c: X llamaremos 
imagen de A según f al conjunto denotado por: 

f(A)= {f(x)/x e A} c Y 

Que viene a ser el conjunto de todas las imágenes correspondientes a los 
elementos del conjunto AczD f = X . 


ii) PROPIEDADES DEL CONJUNTO IMAGEN.- 

Sea f : X -> Y una función y A, y B subconjuntos del dominio X 
entonces: 

© AcX,BcX,AcB => f[A) c f(B) 

© A c X, B c X => f[A u B) = fi(A) u f(B) 

















I 


@ A c X. B c X => f(A nB)c f(A) n f(B) 

la igualdad se cumple cuando f es inyectiva. 

© A c X, B c X => f(A) - f(B) c f(A - B) 

la igualdad se cumple cuando f es inyectiva. 

iii) DEFINICIÓN.- Sea f: X -> Y y Be Y, llamaremos pre - imagen o 
imagen inversa de B según f, al conjunto denotado por: , 

V A _-_L..... jfl 


f l (B) = (x e D j / /(.v) e B} 


Que viene a ser el conjunto de contra imagen correspondiente a elementos 
del conjunto BcY, 


iv) PROPIEDADES DE LA IMAGEN INVERSA DE UN CONJUNTO.-. 

Sea f: X —> Y una función yAcY, BcY entonces: 

® S.AcB 

© f-\AvB) = f-\(A)uf- y (B) 

® r'(AnB) = r'(A)nf-\B) 

® r\A') = (r\A))' 

Sean f: X -> Y, y g: Y -> W, dos funciones, llamaremos función composición I 

. 

de g con f ó f seguido de g, a la función denotada por gof: X -> W, tal que: 

--- 

, (gof) (x) = g(f(x)), y xe D go j 


© r\A-B)=r\A)-r\B) 

7. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES.- 
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LEYES DE COMPOSICIÓN INTERNA 



a) DEFINICIÓN.- Sea A * 4>, un conjunto, llamaremos ley de 
composición interna definida en A, a toda aplicación 
de A x A en A. 


es decir: F : AxA A 

(a,b) -> F(a,b) aFb 

b) DEFINICIÓN.- Sea A, k dos conjuntos (k se denomina conjunto de 
operadores o escalares). 


Llamaremos ley de composición extema definida en A y con operadores 
en k, a toda aplicación de kxA en A, es decir: 



A un conjunto k * (j) le llamaremos campo o cuerpo si en k están definidas dos 
leyes de composición intema (suma y producto) y además verifican las 
siguientes propiedades. 

Ira. Suma: 

i) a + b = b + a, V a,b e k, conmutativa. 



ii) a + (b + c) = (a + b) + c, V a,b,c e k, asociativa 

iii) Existe 0 e k tal que a + 0 = 0 + a=a, Vaek “0” es llamado el elemento 
nulo o cero. 
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iv) V a e k, 3 - a e k, llamado opuesto o inverso aditivo tal que: 

a+(-a) = (-a)+a= 0 

2do. Producto: 

i) a.b = b.a, V a.b e k, conmutativa. 
i¡) a.(b.c) = (a.b).c, V a,b,c e k, asociativa. 

iii) Existe 1 e k llamado elemento identidad tal que: 1.a = a.l=a, V aek. 

iv) V aek, a*0, existe un elemento a -1 llamado el inverso de a, tal que 
a.a ~ 1 = 1. 

v) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma. 

a.(b + c) = a.b + a.c - (a +b).c = a.c+b.c 

Ejemplo.* Son campos o cuerpos los conjuntos siguientes: 

R = conjunto de los números reales. 

Q = conjunto de los números racionales. 

C = conjunto de los números complejos. 

Ejemplo.- Consideremos el conjunto siguiente: 

£?(V2) = {a + by¡2 / a,b e Q) . Demostrar que (Q(\l 2), +, • ) 
es un cuerpo. 

Demostración 

' 

Primero definiremos las operaciones siguientes: 

(a + b\¡2) + (c + dy¡2) = (a + c) + (b + d)y¡2 
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(a + b\Í2).(c + d \Í2) = (ac + 2bd) + (bc + ad)\Í2 

probaremos solamente la parte iv) del producto que es V a 6 k, 3 a tal que 
a.a 1 = 1, los demás axiomas son inmediatos de verificar. 

Sea a + b\¡2*0, (b * 0) debemos probar que existe c + d\l2 tal que 
(a + bj2).(c + dj 2) = 1 


Pero (a + bj2).(c + d\Í2) = (ac + 2bd) + (bc + ad)\Í2 = 1 


De donde 


jac + 2 bd = 1 
\bc + ad = 0 


.... (O 
... ( 2 ) 


De (1) y (2) despejamos c, es decir: 


1 - 2 bd ad 

c =-, c =-de donde 

a b 


1 zM s .íl = k -2 b’j-a’d 

a b 


(2 b 2 -a 2 )d=b de donde d =—c = - ^ - 

2 b 2 -a 2 2 b 2 -a 2 


Luego c + d\Í2=- 


a b rr 

— -- + —i-W 2 

2b 2 -a 2 2b--a 2 


Ejerciclo.- 


0(V2) es un campo. 



El conjunto Z(V2) = {a + ¿V2 ¡a,b e Z) con las operaciones de adición y 
multiplicación definidas en el ejemplo anterior no es un campo. 
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© Dado el conjunto Q(yf-5) - {a + bJ-5la,b e Q) . Probar que es un 
cuerpo con las operaciones de C. 

Si a es una raiz de la ecuación x 2 + x + 2 = 0 entonces 
Q(a) = {a + ba / a,b e Q}, es un cuerpo. 

© Sea a = ^(1 -i>/3) , probar que el conjunto Q(a) = {a + ba / a,b e Q¡, es ' 
un cuerpo. 
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DEF1NICIÓN.- 

Sean V * <j> un conjunto, k un campo y dos operaciones una de suma (+) y 
la otra de producto (.), entonces diremos que el objeto (V, + k, .) es un espacio 
vectorial si se verifican las siguientes condiciones. 

A) EXISTE UNA APLICACIÓN SUMA. + ; VxV -> V 

(x,y) -> +(x,y) = x + y 

Llamado ley de composición interna (Ja suma de dos vectores es un 
vector) y cumple los axiomas siguientes: 

A¡ x + y = y + x, V x,y e V axioma conmutativa. 

A 2 -- x + (y + z) = (x + y) + z, V x,y,z e V, axioma asociativa. 

A } .- V x e V, existe 0 e V tal que x + 0 = 0 + x = x donde “0” se 
denomina elemento neutro aditivo o cero. 

A 4 V x e V, existe -x e V, tal que x + (-x) = (-x) + x = 0, donde -x 
se denomina opuesto de x. 

B) EXISTE UNA APLICACIÓN PRODUCTO.- ¡*:kxV -> V 

(A,x) .(X.,x) = A.x 
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Llamado ley de composición extema (el producto de un escalar por un 
vector es un vector) y cumple con los axiomas siguientes: 

B ] a(Px) = (aP)x, V x, a, P e k 

B 2 .- (a + p)x = ax + px, V x e V, a, P e k 

B¡ .- a(x + y) = ax + ay, V x,y e V, a e k 

fi 4 V x e V, existe 1 e k elemento idéntico multiplicativo tal que 
1.x = x. 


OBSERVACIÓN.- 


© Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de k se llaman 
escalares. 

@ Como V está definido sobre los elementos de k, se dice que V es un k 
espacio vectorial. 

(3) Si k = R, V se llama espacio vectorial real. 

(T) Si k = C, V se llama espacio vectorial complejo. 

© Un conjunto V * <j> para que sea un espacio vectorial sobre un campo k 
debe tener definidas dos operaciones “suma” y “multiplicación por un 
escalar” y que cumple las ochos axiomas mencionados, en caso que no 
cumpla con alguno de dichas axiomas no es un espacio vectorial. 

((f) Al conjunto de los polinomios de grado < 3 con coeficientes complejos! 
denotaremos por k[x] es decir: 


&[.v] = {P(x) / P(x) = a 3 x 3 + a 2 x 2 +a¡x + a 0 ', a i e ¿ = C} 
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1.2. EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES.- 



E1 conjunto V = R, con las operaciones de suma y producto de R es un 
espacio vectorial sobre R. 


(í) El conjunto V = R~ — {(x.yje R 2 /re R a y e /?} y k = R (el cuerpo) 
con la suma de pares ordenados (a,b) + (c,d) = (a + c, b + d) y el producto 
por un escalar: Á.(a,b) = (Xa,Xb), k e R 

es un espacio vectorial sobre R. 

© En R 2 cualquier recta que pase por el origen, es un espacio vectorial 
sobre R. 

Por ejemplo el conjunto V = {(x,y) s R 2 /3x-2y = 0} con las 
operaciones de suma y producto de un escalar con las de R 2 . 


© El conjunto V = R z ={(x,y,z)l xe R a yeR a z e R\ con las 

operaciones de un escalar por un elemento de R 3 es un espacio vectorial 
sobre R. 


© En R* cualquier plano que pasa por el origen es un espacio vectorial 
sobre R. 

Por ejemplo V = {(x,y,z) e R 3 / x-y-z = 0} 


© El conjunto V = R" = {(x, ,x 2 ,...,x n )lx¡ e R\ es un espacio vectorial. 
Con las operaciones usuales de suma, es decir: 

(.v, ,x 2 ,...,x„) + (y l ,y 2 ,...,y n ) = (x i +y ] ,x 2 +y 2 .+ y„) 


y el producto por un escalar /i(x,, x 2 ,..., x „) = (/Le,, Áx 2 ,..., ), k e R 
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© En el conjunto V = R 2 , definimos las siguientes operaciones: 

(a,b) + (c,d) = (b + d, a + c) 

A.(a,b) = (A,a,Xb) 

comprobar que (V, + , R,.) no es un espacio vectorial. 

En efecto: ¡) Sí u,v e V => u = (a,b), v = (c,d) 

Probaremos que u + v = v + u, Vu.veV 
u + v = (a,b) + (c,d) = (b + d, a + c) = (d + b, c + a) 

= (c,d) + (a,b) = v + u se cumple 
ii) Si u,v,w e V => u = (a,b), v = (c,d), w = (e,f) 
u + (v + w) = (u + v) + w 

u + (v + w)=(a,b) + [(c,d) + (e,f)]=(a,b) + (d + f, c + e) 

= (b + c + e, a + d + f) ... (1) 

(u+v)+w = [(a,b) + (c,d)] + (e,f) = (b + d, a + c) + (e,f) j 
= (a + c + f, b + d + e) •••(2) 

de (1) y (2) se tiene: u + (v + w) * (u + v) + w 
por lo tanto (V, + ,R,.) no es un espacio vectorial 

El conjunto V = {(.r, >•) e R 2 / x +y < 1}, no es un espacio vectorial con 1 

las operaciones de R 2 en esté caso falla el opuesto, pues (3,-9) e V sin I 
embargo -(3,-9) = (-3,9) € V puesto que -3 + 9 * 1. 

© El conjunto R no es un espacio vectorial sobre k = C, pues si zsCy I 
a € R entonces az « R, es decir no es una ley de composición extema. 
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lü) Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, 
f\x}= {a„x n +a n _ i x"~' +... + a¡x + a 0 , neN, a 0 ,a,,...,a„ e R) es un 
espacio de suma y producto por un escalar del álgebra elemental. 

■p(x) + q(x) = (a 0 +b 0 ) + (a í +b ] )x + ... + (a n +b„)x n donde 

p(x) = a 0 +a l x + a 2 x 2 +... + a n x n y q(x) = b 0 +b l x + b 2 x 2 +... + b„x n 

Ap(x) = Áa 0 +Aa,x + Aa 2 x 2 +...+ Aa n x n 

Solución 

Ahora probaremos las axiomas 

1ro. La suma de polinomios es conmutativa. 

Sea p(x) = a 0 +a i x+...+a n x n ,q(x) = b 0 +b i x + ... + b„x n dos elementos de 

P[x] 

p(x) + q(x) = (a 0 +b 0 ) + (a¡ +b¡)x + (a 2 +b 2 )x 2 +... + (a n +b H ) x" 

= (b 0 +a 0 ) + (¿, +a,)x + (Z>2 +a 2 )x 2 +... + {b„ +a„)x" =q(x) + p(x) 
2do. La suma de polinomios es asociativa 
Consideremos polinomios de P[x] 
p,(x) = a 0 +a ] x + a 2 x 2 +... + a H x" 
p 2 (x) = b 0 +b ] x + b 2 x 2 +...+b n x” 
p 2 (x) = c 0 +c¡x + c 2 x 2 + ... + c n x n 

(p ] (x) + (p 2 (x) + p } (a:)) = (P\ (at) + p 2 (x)) + p 2 (.t) se verifica. 
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3er. Elemento neutro para la suma. 

El elemento neutro es el polinomio nulo q(x) = 0, puesto que parí 
cualquier p(x) e P[x] se verifica que: p(x) + q(x) = p(x) + 0 = p(x) 

4to. El elemento opuesto para la suma. 

Dado cualquier polinomio p(x) = a 0 +a l x + ... + a n x" de P[x] se verificí 


que el polinomio p(x) = -a 0 -a¡x-...-a n x" es su elemento opuesto,! 
puesto que p(x) + p(x ) = q(x) = 0 

5to. El producto por un escalar verifica la propiedad distributiva 
respecto a la suma de polinomios. 

Es decir: Sí p x {x),p 2 (x) e F\x] y a e R 

a[P x (x) + P , (x)] = aP 2 (x) + aP 2 (x) 

6to. La propiedad distributiva respecto de la suma de escalares. 

Es decir: a, p 6 R y p(x) e P[x]. 

(a + p)p(x) = a p(x) + P p(X) puesto que 

(a + fl)p(x) = (a + fl)(a 0 +a x x + a 2 x~ +... + a„x") 

a(a 0 +a x x + a 2 x 2 +... + a„x") + fl(a 0 + a ] x + a 2 x 2 +... + a„x") 

= a p(x) + P p(x) 

7mo. El producto de un escalar verifica la propiedad asociativa. 

Es decir: sí a, p e R y p(x) e P[x] 

{ap)p(x) = (a/?)(u 0 +a x x + a 2 x 2 +... + a„x n ) 

= a[/3a 0 +fia í x + /h 2 x 2 +...+ f)a n x"] = a(pp(x)) 
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8vo. Existe un elemento unidad 1 e R, tal que l.p(x) = p(x) para 
todo polinomio p(x) de P[x] con lo cual se ha probado que el conjunto 
P[x] de polinomios de coeficientes reales es un espacio vectorial sobre R. 

[ u. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTOR1ALES.- 

Sea (V, +, R,.) un espacio vectorial, entonces se tiene: 
i) El elemento “0” de la propiedad A 3 es único. 

Demostración 


Supongamos 30'e V tal que O'+u = u , V u,v e V 
Por la propiedad A 3 tenemos que: u + 0 = u, VueV 


Se cumple: 


O + O' = 0\ 
0'+0 = 6 >\ 


pues 6,9'& V son elementos neutros de V. 


Y por la propiedad conmutativa se cumple: 

O'=O + 0'= 0'+6 = 6 => 0' = 6 por lo tanto “0” es único, 
ii) El producto del escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo, es decir: 
VueV se tiene O.u = 0. 

Demostración 

O.u + u = O.u + l.u = (0 + l)u = l.u = u; sumando (-u) a cada miembro 
tenemos: 


(O.u + u) + (-u) = u + (-u), por la propiedad asociativa tenemos: 

O.u + (u + (-u)) = u + (-u), por lo tanto: O.u + 0 = 0 de donde O.u = 0. 










|¡¡) Si el producto de un escalar por un vector es el vector nulo entonces el 
escalar es “0” o el vector es nulo es decir: Sí Ax = 0 => A = 0 o x = 0 


•' ;í (til I f l'W/ OU 


Demostración 


ler. caso) Suponiendo que x * 0 y Ax-0 => A —0 

i 

En efecto sí A # 0 A' .X = 1, V A e k 
Sí Ax = 0 => *r\Ax) = r'0 = 0 

=> (A' l JL)x = 0 => 1.x = 0 =>x = 0 

V a . o V u - 90p' leí teém&5jnóquÜ 

lo cual es una contradicción entonces A = 0 puesto que x * 0.1 

2do. caso) Suponiendo que A*OyAx = 0=>x = 0 II 

en efecto sí A * 0 => 3 A => A (Ax) = A 6 


a JWñU)*-? * l - x=e => x = e 

iv) El opuesto de cualquier escalar por un vector es igual al opuesto de su 

producto es decir: sí X e k, x e V, (-A)x = -(Xx) 

ntovb ,olun lotoov b ¿sí tol'jóv taiuplsua lóq 0 icleaza bb ohuboiq 13 

Demostración 

Teniendo en cuenta A 4 de 2.1., la suma de opuesto en k y fl 4 de 2.1 se 
tiene: 

oidrrreim abas ó (u-) obrusmua ;u = u. f = 

-(Ax) + Ax = 0 = 0.x = ( -X + A)x 

-(Ax) + Xx = (-A)x + Ax =5” -(Ax) — (-A)x I 

por lo tanto (-A)x = -(Ax) I 


Espacios Vectoriales 


119 


■ 14. ESPACIO VECTORIAL DE FUNCIONES.- 

A1 conjunto de todas las funciones f con dominio un conjunto X *■ <p y rango un 
cuerpo k, denotaremos por k v , es decir: 

k x = {///: X k} 

un elemento que pertenece a ^ es una función f : X -> k ahora en k x 
definimos la suma de funciones y el producto de un escalar por funciones. 

i) Sí f,gek x entonces f + g: X-»k es tal que (f + g)(x)=f(x) + g(x), VxeX 

ii) Sí Aek y / e k x , entonces Af: X-> k es tal que: (Af)(x) = Af(x),V x e X 

Luego el conjunto (k x ,+, k,.), provisto de dos operaciones suma (+) y 
producto (.) es un espacio vectorial sobre k, para esto probaremos los axiomas. 

A,: Sean f,gek x => f,g : X-> k y f + g : X -> k 

=> (f + gXx) = ftx) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x), VxeX 

de donde f + g = g + f, pues f(x), g(x) e k = (R,Q,C) donde la adición es 
. conmutativa. 

A 2 : Sean f,g,hek x => f,g,h: X->k, por probar que (f+g)+h = f+ (g + h) 

Sea x eX, [(f + g) + h](x) = [(f + g)(x)] + h(x) 

= tf(x) + g(x)] + h(x), VxeX ... (*) 

[f + (g + h)](x) = ffx) + [(g + h)(x)] = f(x) + [g(x) + h(x)] 

=> [f+ (g + h)[(x) = f(x) + [g(x) + h(x)], VxeX ...(**) 
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como f(x), g(x), h(x) € k = (R,Q,C) entonces de (*) y (**) se tiene: 
t(f + g) + h](x) = [f + (g + h)](x), V x e X 
(f + g) + h = f + (g + h) 

A 3 : Sea “0” la función cero, 0: X -* k tal que 0(x) = 0, V x 6 X 
V f ek x , f: X -> k se tiene: 

(f + OKx) = f(x) + 0(x) = fi(x), VxgX 
=> (f+0Xx) = f(x), Vx eX 
=> f + 0 = f => V f ek x , 3fsk x / f + 0 = f 

A 4 : V / ek x sea - f: X -* k definida por (-f)(x) = -f(x) 

[f + (-f)](x) = fix) + (-f)(x) = fix) - f(x) = 0 = 0(x) VxgX 
de donde se tiene: f + (-f) = 0 

Vfek x , 3(-f)ek x /f-t-(-f) = 0 

B,: Sean f,gek x y X g k => [X(f + g)](x) = X(f + g)(x) = X(f(x) + g(x)) I 

=> [X(f+g)j(x) = X[f(x) + g(x)] •••(*) 

(Xf+ Xg)(x) = (Xf)(x) + (Xg)(x) = Xfix) + Xg(x) ... (**) j 

X[fi(x) + g(x)] = Xf(x) + Xg(x) pues X, f(x), g(x) g k - (R,Q,C) 1 ¡i 
multiplicación es distributiva respecto a la adición => de (*) y (**) se 
tiene: 

[X(f + g)](x) = (Xf + Xg)(x), VxgX entonces X(f+g) = Xf+Xg 
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B 2 : Sea / e k A y X, p g k entonces se tiene: 

[(X + p)f](x) = (X + P)f(x) = Xfix) + pf(x) 

= (Xf)(x) + (Xg)(x) = (Xf + Xg)(x), VxgX 
entonces (X + P)f=Xf+pf 

B 3 : Sea f ek x y X, p g k entonces se tiene: 

[(XP)fl(x) = (XP)f(x) = X(pf(x)) = X(p0(x) = [X(p0](x), VxgX 
entonces [(Xp)f](x)=[X(P0](x) (XP)f = X(pf) 

B 4 : Seafek x y, 1 g k entonces (l.f)(x) = l.f(x) = f(x), VxgX 

entonces l.f=f por lo tanto V = k x es un espacio vectorial sobre k. 
CASOS PARTICULARES.- k x = {// f -.X-^k} 

i) Si X - R y k = R => k x = {// / ; R _> p¡ espac ¡ 0 vectorial sobre R. 

•i) Si X - [a,b] y k - R => k x = {f / f: [ a ,¿>]-> R¡ espacio vectorial 
sobre R. 


ili) X - R, k - R, fes continua, entonces 

* ={///•' B -> B es continua} espacio vectorial sobre R. 


ESPACIO VECTORIAL DE LAS MATRICES mxn.- 


a) DEFINICIÓN.- Sean m,n enteros positivos fijos X = {(ij) /1 á i < m, 
1 ¿ j < n} donde ij son enteros y sea k = R, 
k x ={///: X^>k} 
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Sí f ek x => f:X->k 

(i, j) —► /(i, j) =f ij \ f es una matriz de orden mxn sobre R. 

Casos particulares: m = 3, n = 2 entonces 
X = {(ij) /1 < i < 3 , 1 < j < 2} ij enteros 
=> X= {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2)} 

Sí fek x => f: X ->k 

(1.1) -> /(1»1) = f\\ 


( 1 . 2 ) —> /( 1 . 2 ) = f\2 
(2,1) -> /(2.1) = / 21 

( 2 . 2 ) -» /( 2 , 2 ) = / 22 

(3.1) —> (3,1) = / 3 j 

(3.2) -> (3,2) = / 32 
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b) IGUALDAD DE MATRICES.- Sea /, g e * *, entonces: 


^¡1 ^2 "• fin 

fli fll — /2n 


Sil #12 — Sin 

S21 822 — 82 n 


^ fm\ fm2 *** ./m. 


_8m\ 8 mi •*• 8n 


f = g o f¡j,= g 0 ¡, V 1 < i < m , 1 < j < n 

es decir: /n=gu, /12 = £12 > •••» í mn ~ 8 mn 

c) SUMA DE MATRICES: 

/ll + gll f\2+8\2 f\n+8\n 

f 2 \ + 82 \ f22 + 822 — f 2 n+ 82 n 

f + 8 = 


\_fm\+&m\ fm2+8m2 ••• fmn 8fím J 

d) MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ.- 

Sean f ek x y X e k = R entonces 

* fu Af\i .. <i/¡„ 

Afi\ A fii ... A/ 2n 


Afmi ^fm2 — 
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Luego el conjunto de todas las matrices de orden mxn sobre k = Rj 
denotado por k x = R mxn está provisto de dos operaciones suma (+) y 
producto (.). 

Probaremos que (k x ,+, k,.) es un espacio vectorial sobre R = k. 

A, : Sea f,geR x => f,g: X R de donde 


fu f\i •• 
/21 fu 


« 1 ! «12 
«21 £22 


_fm\ fml fm 


_&ml gml 


f + g = 


/ll+«ll 

/l2+«12 

••• f\n + £\n 

/21 + «21 

fn + «22 

••• ^2/1 &2n 

/mi «mi 

ím2 «m2 

••• J mn + gmn 

g\\ + fu 

«12 + /l2 

••• í>l/i /ln 

«21 + fí\ 

«22 + /22 

••• g2n /i» 


= £+/ 


gm\ fm\ g m2 + fm2 gmn + fm 


por lo tanto f + g = g + f 
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A 2 : Sean f,g,heR x => f,g,h:X->R 


fu fi 2 - f\n «ii +A n S\2 +h n ■ 

f\ fll ••• fin «21 + ^21 «2 2+^22 • 


«l/f h\ n 
•• S2n+>>2n 


/+(«+*) = 


L fm\ fm2 fmn J Um! + *ml gm2'^^m2 ••• gmn^^m 

fu + («11 +ft ¡l) f\2 + (gi2 + h n) f\„ + («|„ +h u ) 

/ 2 I + («21 + h 2 \) fzi + («22 + h 22 ) - f2n + («2» + h 2n ) 


L/ml + («ml +^m\) fml + (««2 + h ml) - fmn + (gmn + Kn ) J 
asociando los f¡j + (g IJ + /i y ) y descomponiendo como suma de dos 

i 

matrices se tiene: f + (g + h) = (f + gj + h 


0 0 ... 0' 
0 0 0 


A 3 : Sea la matriz 0 = 


tal que V / e R x se tiene: 


fu fu • 
/21 fn • 


[0 0 0 Oj 

•• fn 1 [0 o ... 0' 

.. f 2n o 0 ... 0 


_fm\ fm2 fmn\ LO 0 ... 0 
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V / e R x , 3 O e R x / f+0 = f 


~f\\ ~f\2 — 

—fu -fn ••• 


/t 4 : V /e sea -/ = 


|_ fm\ fmi J 

/il - /il y¡2 _ ^12 — f\n~fn 

fl\~ fl\ fl2 ~ f22 — fzn — fzn 


/ + (-/) = 


_fm\ — fm\ fm2 fm2 — fmn fmn\ L® ® 


Luego V/ e R x , 3-f&R X / f + (-f) = 0 


B x \ Sea / e R x , X,P e R se tiene: (XP)f=X(Pf) 


B 2 : Sea f e R x , X,p e R se tiene: (X + p)f = Xf+ pt’ 


B 3 : Sean f,geR x , XeR setiene X(f+g) = Xf+Xg 


B 4 : V / e R x , 3 I & R x tal que fl = f 


estas propiedades se prueban en forma similar a las primeras propiedades. 

Por lo tanto se tiene que el conjunto de matrices R x de orden mxn provisto ■ 
las dos operaciones de suma y producto es un espacio vectorial sobre R. 
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•) Averiguar si los siguientes conjuntos son o no espacios vectoriales: 

a) V = {(*, j>)6/? 2 /x + >’ = 1} con las operaciones de R 2 . 

b) V = {(x,y)e R 2 / x< y} con las operaciones de R 2 . 

c) W = {(*,>>) e R 2 !x-y 6 Z} con las operaciones de R 2 . 

d) V = {(t,2t,e')l t e R} con las operaciones de 7? 3 . 

e) W = {(x,y,z) e R 3 /x + y = z} con las operaciones de R 3 . 


Rpta. a) No es espacio vectorial b) No es espacio vectorial, 

c) No es espacio vectorial d) No es espacio vectorial 

e) Es espacio vectorial 


Sea V = {fa + pe x IA,/3e R] , de donde f(x) =x, g(x) = e* son funciones 
reales, probar que V es un espacio vectorial sobre R. 


fl) 


Sea V un espacio vectorial sobre k y F un sub-conjunto de k, demostrar que V 
también es un espacio vectorial sobre F. 


Sean U y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Sea 
V = {(u,w) / u e U, w e W}. Demostrar que: V es un espacio vectorial sobre k. 


(0 


Probar que V -{{x,y,z)eR 2 l-2x + l>y~z = 0} es un espacio vectorial con 
las operaciones de R 3 . 
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Sean V = R 2 , k = R, la adición definida en R 2 por (a,b) + (c,d) = (a + c, b + d) 
y el producto de un número real por un elemento de R 2 definido mediante 
X(a,b) = (Xa,).b). Probar que (R 2 ,+,R,.) es un espacio vectorial. 


Sean V = R 2 , k = R, la adición en R 2 definida por (a,b) + (c,d) = (a + c, b + d) 
y el producto definido mediante X(a,b) = (a,a), averiguar si (R 3 ,+, R,.) es o no I 
espacio vectorial. 

Sea V = R 2 y k = R, la adición en R 2 definida po: 

(a,b) + (c,d) = (— + — ,— + —) y el producto definido mediante. 

2 2 2 2 

X(a,b) = (>.a,Xb). Determinar si (R 2 ,+,R,.) es un espacio vectorial. 

Considerando V - R R o sea el conjunto de las funciones reales con variable 
real y k = R, investigar si son espacios vectoriales sobre R los conjunt 
siguientes: 

i) El conjunto de las funciones continuas. 
i¡) El conjunto de las funciones derivables. 

iii) El conjunto de las funciones pares, o sea las funciones/ eR R tales que 
f(x) = f(-x). 

iv) El conjunto de las funciones impares, es decir, las funciones / e R r tales 
que f([-x) = -f(x). 

v) El conjunto de las funciones constantes. 


vi) El conjunto de las funciones positivas. 


i.spacios Vectoriales 


(jOj Probar que V = {A e R~' 2 /T r (A) = 0} es un espacio vectorial con las 

operaciones de R 2 ' 2 , 

(ti) Probar que V = {A e R 2 ' 2 / A‘ =-A} es un espacio vectorial con las 

operaciones de R 2x2 . 


Probar que E = { /x,y,z e R} es un espacio vectorial con las 

0 z 

operaciones de R 2x2 . 

0 0 a' 

Probar que V 0 b 0 / a,b,c e R] es un espacio vectorial con las 
c 0 0 

operaciones de R ixi . 

En cada uno de los conjuntos siguientes no son espacios vectoriales indicar las 
propiedades que no se cumple: 

i) V = {(x, y) e R 2 / y < 3} con las operaciones de R 2 . 

ii) V = {(x, y) e R 2 / xy = 0} con las operaciones de R 2 . 


iii) V = {(x,y) e R 2 /1 x| +1 y |< 1} con las operaciones de R 2 

Determinar si (C 2 ,+,C,.) es un espacio vectorial, definiendo 
(Z„2 2 )+(Z{+Z^) = (Z,+Z{,Z 2 +Zp 
Z(Z„Z 2 ) = (ZZ„ZZ 2 ) 


16) Si V c R n es un conjunto no vacio, probar que 
V 1 = {u e R n / m.v = 0, para todo v s V] es un R - espacio vectorial. 















Eduardo Espinoza Ramo » 


SUK-ESPACIOS VECTORIALES.- 

a) DEFINICIÓN.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial cualquiera,! 

diremos que W * <|>, Wc V es un sub espacio vectorial 
de V sí y sólo sí (W,+,k,.) con las operaciones definidas por V es un 
espacio vectorial. 

OBSERVACIÓN.- 

© Fijado un espacio vectorial V , los subconjuntos (|> y V son subespacio» 
llamados sub espacios triviales. 

(í) Cualquier sub espacios diferente de los triviales se denomina sub espacil 
propio. 

© Un espacio vectorial tiene muchos sub espacios por ejemplo todas lasll 
rectas que pasan por el origen en el plano R~. 

(7) Para probar que un sub conjunto W de un espacio vectorial V sea un sub 11 
espacio es suficiente probar las operaciones de suma y producto, latí 
demás axiomas definidas en V también se cumplen en W y esto vercmo^B 
en el siguiente teorema. 

b) TEOREMA.- Sean (V,+,k,.‘) un espacio vectorial, y W * <j>, W c V, 

diremos que (W,+,k,.) es un sub espacio vectorial de j 
(V,+,k,.) sí y sólo sí: 

i) V x,y e W => x + yeW ii) Vl.ek, VxeW=>^.xeW| 
Demostración 

=>) Si w es un sub-espacio de V entonces se cumple (i), (ii) esto es inmediato*! 
de verificar 
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<=) Por hipótesis tenemos que si se cumple (i), (ii) probaremos que (w,+,k,.) 
es un espacio vectorial. 

A, : x + y = y + x, V x,y e W esto se verifica, pues x,y e W c V y en V se 
cumple A¡ 

A 2 : (x + y) + z = x + (y + z), V x,y,ze W, esto se verifica pues x,y,z e W cV 
y en V se cumple A 2 . 

A 3 : V x e W, 3 0 e W tal que x + 0 = 0 + x = x, 

En efecto x e W => (-l)x = -x e W por (ii) entonces x+ (-x) = 0 e W 
por (i) 

A 4 : V x e W, 3 (-x) e W tal que x + (-x) = 0 en virtud de (i), (ii). 

En forma similar se puede verificar que (W,+,k,.) cumple las condiciones 
restantes de espacio vectorial. 

c) EJEMPLO DE SUBESPACIOS VECTORIALES.- 

Sea (R 3 ,+,R,.) un espacio vectorial, averiguar ¿Cuál de los siguientes sub 
conjuntos son sub espacios vectoriales? 

a) fV = {(x,y,z)eR 3 /2x + y-z = 0} 

Solución 

i) W * <|> puesto que (1,-1,1) e W verificar 2(1) - 1 - 1 = 0 

ii) (x¡,y, ,z ¡ ),(x 2 ,y 2 ,z 2 )eW => (*, ,y x ,z, ) + (x 2 ,y 2 ,z 2 ) e W 


(por verificar) 
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. Ux^y^z^eW 
\(x 2 ,y 2 ,Z 2 )eH' 


2x\+y,-z t = 0 


sumando 


[ 2s 2 +>-2—*2 =° 

2(x,+x 2 ) + (y,+.y 2 )-(z,+z 2 ) = 0 
=> (z, + x 2 ,y, + y 2 ,z, + z 2 )efV 

=> (x,,y,,z,)+(x 2 ,y 2 ,z 2 )elV 


Hi) Sea 3. e R, (x,y,z) e W => 3.(x,y,z) e W, por probar: 
Si (x,y,z) g W => 2x - y + z = 0 

3.(2x - y + z) = 3.(0) 

2(3.x) - (3.y) + (3,z) = 0 
=> (3.x,3.y,3.z) e W 
=> 3.(x,y,z) e W 

Luego de (ii), (iii) se concluye que W es un sub espacio de R 3 . 


b) W = {(x,y,z)eR i /x = z] 


Solución 


i) W * <)> pues (1,0,1) e W 


ii) (jr 1 ,yi,Z|),(x 2 ,y 2 ,z 2 )eíf r => (x u y i ,z i )+(x 2 ,y 2 ,z 2 )WW 
(por verificar) 


. í(*|,y 1 ,Zi)elL 

\(x 2 ,y 2 ,Z 2 )eW 


sumando 


x, + x 2 =Z, +z 2 
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=> (x l +x 2 ,y i +y 2 ,z¡+z 2 )eW 

=>• (•*l.>’|.^l) + (^2'> ; 2. z 2) 6 ^ 

iii) Sea A. g R, (x,y,z) e W => 3.(x,y,z) g W (por verificar) 
Si (x,y,z) g W => x = z 

3.x = 3.z 

=> (3,x,3.y,3.z) g W => 3.(x,y,z) g W 
por lo tanto W es un sub espacio de /? 3 . 
c) W = {(x,y,z)eR } /z-x + 2} 

Solución 

i) W * (j) puesto que (1,2,3) g W 

ii) (x l ,y ¡ ,z l ),(x 2 ,y 2 ,z 2 )eW => (x, ,y x ,z¡ ) + (x 2 ,y 2 ,z 2 ) g 
(por verificar) 


Uxi,y\,z¡)eW 

\(x 2 ,y 2 ,z 2 )elV 


Z| = x, + 2 

„ sumando 
z 2 = x 2 + 2 


z, +z 2 =X) +x 2 + 2 + 2 


=> (*i +* 2 ,y\ + y 2 > z i +¿2)* w 


=> (x,,yt,z,) + (x 2 ,y2, z 2)e^ 


Por lo tanto W no es un sub espacio de R } . 
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d) W = {(x,y,z)eR i !\x\ = \y\} 

Solución 

i) W * (|> puesto que (1,-1,4) e W 

ii) (x ] ,y l ,z i ),(x 2 ,_y 2 ,z 2 ) e fV => (x u y u z¡) + (x 2 ,y 2 ,z 2 ) efV 


Ux x ,y u Z\)&W _^ 

1 (x 2 ,y 2 ,z 2 )eW 


íl*l IH»1 
1 1*2 1 


sumando 


l*i I + U2 l=bi l + l^ I 

I *i +*2 1*1 >'i +.V 2 I P or desigualdad triangular 


=> (x, +x 2 ,>'| +y 2 , z i + z 2 ) & W por definición de W 


=> (x 1 ,>'i,Zi) + (X2,.V 2 ,Z 2 )íí FF 

Por lo tanto W no es un sub espacio de R 3 . 


Sea V = R 2 un espacio vectorial sobre R y W = {(x,y) / x e Z} ¿W es un sub 
espacio de V? 

Solución 

i) W * <j> puesto que (2,a) e W , a e R 

¡i) (*\,yi)Áx 2 ,y 2 )eW => (X| ,>»i ) + (x 2 ,y 2 ) e W (por verificar) 


Wx„y x )zW ^ 
\{x 2 ,y 2 )^fv 


fx,eZ 
1 *2 eZ 
x¡ +x 2 eZ 


=5 (X| + x 2 , y x + y 2 ) e W por definición de W 

=> (x l ,y,) + (x 2 ,y 2 )6fF se cumple 
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ili) Sea X e R, (x,y) e W => >.(x,y) e W (por verificar) 

Si (x,y) e W => x e Z 

1 X 

=> X x g Z por ejemplo A = —, -eZ 

Por lo tanto W no es un sub espacio de V. 

Sea V = {(x,y)l x,y&R} = R 2 y W - {(x,y) e R 2 /x + y = 0} probar que W 
es un subespacio de V. 

Solución 

i) W * <(> puesto que (0,0) eW => 0 + 0 = 0 

*0 ( x i>yi)Á x 2 ,y 2 ) s W => ( x \,y[) + ( x 2 ,y 2 )zW (porcomprobar) 


c . J(*i,^i)eiP jx,+y,=0 

bi r . => < . sumando 

[( x 2 ,y 2 )eW 1 *2 +y 2 =° 

(x, +x 2 ) + (j, +y 2 ) = 0 


(x, + x 2 , y, + y 2 ) g W por definición de W 
(X|,>>|) + (x 2 ,>' 2 ) e ^ se cumple 


iii) X e R, (x,y) g W => A.(x,y) g W 
Si (x,y) gW => x + y = 0 

Xx + Xy = 0 

=> (>.x,Xy) g W por definición de W 
=> X.(x,y) g W 


por lo tanto W es un subespacio de V. 
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Sea V = {(x,y)/x,y e R] = R 2 y W ~{{x,y)&R 2 Ix + y = 3} probar que W 
no es un subespacio de V. 

Solución 

i) W *■ <j) puesto que (2,1) e W 2+1=3 

H) (x l ,y l ),(x 2 ,y 2 )eW => (x l ,y l ) + (x 2 ,y 2 )eW (porverificar) 


(x,,y,)e JT 
( x 2 ,y 2 )eW 


x \ + » =3 

X2+y 2 =3 


sumando 


(*, + x 2 ) + (y, +J 2 ) = 6 ^ 3 
=> (x, +x 2 ,y ] +y 2 )íW por definición de W 

=> (xi,yi) + (x 2 ,y 2 )íW 
por lo tanto W no es un subespacio de V. 

Demostrar que el conjunto W = {(x,y) e R 2 /y = mx] es un subespacio de R 2 . 

Solución 

i) W * <|> puesto que (0,0) e W ya que 0 = m(0) = 0 
ü) (x l ,y i ),(x i ,y 2 )eW => (x x ,y x ) + (x 2 ,y 2 )e W 


(por probar) 


(x u y¡)eW 

(x 2 ,y 2 )eW 


y x = mx, 
y 2 = mx 2 


sumando 


y\ +y 2 =m(x\ +x 2 ) 


=> (xj + x 2 , y x + y 2 ) € W por definición de W 


=> (^1 » ^1 ) + (^2 . ^2 ) e ^ 
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iii) X e R, (x,y) e W => A(x,y) e W (por probar) 

Si (x,y) 6 W ==> y = mx 

=> Ay = m(Ax) 

=> (Ax,Ay) e W por definición de W 
=> A(x,y) e W 

por lo tanto W es un subespacio de R 2 . 

NOTA.- W geométricamente es el conjunto de rectas en R 2 que pasan por el 
origen de lo cual se puede afirmar que toda recta que pasa por el 
origen es un subespacio vectorial. 

(ó) Sea P[x] el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a tres, 
indicar si el conjunto W = {peP/ p(2)=p(-2) = p(0) = 0} es un subespacio de P. 


Solución 

i) W * es inmediato 

ii) Si p, q 6 W => p + q e W (por probar) 


Si 


ípefV 


í P(2) = p(~2) = />(0) = 0 
U(2) = g(-2) = g(0) = 0 


sumando 


P(2) + q(2) = p(-2) + q(-2) = p(0) + q(0) = 0 
(p + q)(2) = (p + q)(-2) = (p + q)(0) = 0 


=> p + q e W por definición de W 

iii) A e R, p e W => Ap e W (por probar) 
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Si p e W => p(2) = p(-2) = p(0) = O 

=> Xp(2) = A.p(-2) = A.p(0) = XO 
=> (A-PKO) = (XpX-2) = (Xp)(0) = 0 
=> /.p e W por definición de W. 
por lo tanto W es un subespacio de P. 

Sea P[x] el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a tres, 
indicar si el conjunto W = {p e P / p(0) = 1} es un subespacio de P[x]. 

Solución 



Sea V = F espacio vectorial de todas las funciones de variable real, averiguar si 
el conjunto definido por: W = {f e F / f(a + b) = fia) + fib) a fiXa) = A.fia)} 
es un subespacio de V. 

Solución 


i) W * (f> puesto que la función cero pertenece a W 

ii) f,g e W => f + g e W (por probar) 
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(fetr f f(a + b) = f(a) + f(b) a f(la) = Af(á) 

Si < => ( , ,, . , ... sumando 

1 g e W [ g(g + ¿ > ) = g(a)-fg(¿) a g(/ía) — Ag(a) 

fia+b) + g(a+b) = (fia)+g(a)) + (fib)+g(b)) a fiA.a)+ g(Xa) = A.fia) + A.g(a) 
(f+g)(a+b) = (f + g)(a) + (f+ g)(a) + (f + g)(b) a (f + g)(Xa) = A.(f + g)(a) 
=> f + g e W por definición de W 

iii) X e R, f e W =j> A.feW (por probar) 

Si f e W => fia + b) = fia) + fib) a f(A.a) = Xfia) 

=> afia + b) = afia) + afib) a afi^a) = a(A.fia)) 

=> (af)(a + b) = (af)(a) + (af)(b) a A.(afia)) = Maf)(a) 
entonces af e W por definición 
por lo tanto W es un subespacio de F. 

(5) Sea V = C = {f/f:R—>E es continua} y consideremos los siguientes: 

W, ={feC/£f(t)dt = 0} ; W 2 = {/e Ói f(t)dt = 1} 

averiguar si los subconjuntos W x y W 2 son subespacios de V. 

Solución 

Analizando al conjunto W x . 

i) W | * <}> puesto que W¡ a V 

ii) f,getV | => / + gefP, (por probar) 
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i l' mW > 

[ge#'! 


f(‘)dt = 0 


sumando 


g(t)dt = 0 


f(t)dt+ g(t)dt = 0 


(/(0 + ^P=0 


J ) (/ + ^)«)A = 0 => / + ger, 
iii) A. 6 R, / g fF, => /(/" e W x por probar 


Sí /€*F, 


f(t)dt = 0 


i /(;)<* = ¿(0) 


(A/)(f)<* = 0 => #elfj 


por lo tanto W x es un subespacio de V. 
ahora analizaremos al conjunto W 2 . 
i) W 2 *<¡> puesto que W 2 c V 
¡i) f ,g eW 2 => f + gefV 2 (por probar) 


;V í\ 
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fsW 2 
gsW 2 

^f(t)dt+ ^g(t)dt = 2 

(/ + gXOdt = 2 * 1 => f + gíW 2 

por lo tanto W 2 no es un subespacio de V. 

© Sea V = R 1 "" el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden nxn 
sobre el campo R, definimos los conjuntos: 

T = {A g R nm / a¡j = a Jt , Vi,y} ; S = {AeR’ u " ta i} = -a jit V/,y} 

Determinar si los conjuntos T y S son subespacios de V. 

Solución 

Analizando al conjunto T. 

i) T * <j> puesto que la matriz nula es un elemento. 

¡i) A,B gT => A + BgT (por verificar) 
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iii) 1. e R, A e T => A. A g T (por verificar) 

Si A g T => a¡j = a j ¡, V i j 

=> Aa v = Áa ji , V i j 

=> [ha Jt ] g T por definición de T 

=> Á.[a¡j ] g T , de donde A. A g T 

por lo tanto T es un subespacio de V. 
ahora analizaremos al conjunto S. 

i) S * <j> pues contiene al vector nulo. 

ii) A, B g S => A + B g S (por comprobar) 

Si \ ASS => í aiJ= ~ aji V i j sumando 
\BeS \by~-bj, 

a u +b ,i =-( a j¡ + b j,) 

=> [a y + b¡j ] g S por definición de S 

=> [«y] + [^,y]6S 

=> A + B G S 

Iii) A. g R, A g S => A A g S (por verificar) 

Si A g S => a y = -ají, V ij 
=> Aa¡j = -Aüjí , V ij 
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=> [Xa j ¡ ] g S por definición de S 
=> ]gS, de donde AAgS 
por lo tanto S es un subespacio de S. 

© Sea V = {///: [0,1] ->/?} un espacio vectorial real y sean 

T = {f g V / f(0) + f(l) = 0} y H = {f g V/ f(x) > 0} 

Determinar si los conjuntos T y H son subespacios de V. 

Solución 

Analizando el conjunto T. 

i) T puesto que TcV 

ii) f,g g T => f + g g T (por verificar) 
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Ae H 
BeH 


a b\ c d a+c b+d 

A + B = + = , , 

b a de b+d a+c 


e H => A + B e H por definición de H. 


iii) UR, AeH=>a.AeH por verificar 


Sí A e H => A- 


Aa Ab 
Ab Aa 


_ 'a' b r 
~ b' a' 


e H por definición de H 


Por lo tanto H es un subespacio de V = R “ " 

Sea V = {f: [0,1 ] —> R / f es una función} el espacio vectorial de las funciones 
reales, analizar si el conjunto W = {/ e V //(—) = ^ 7 es un 

subespacio de V. 

Solución 


i) W <j> 7 puesto que contiene por lo menos la función cero. 


ii) f,g e W => f + g e W por verificar 
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/(0)+ /(D 

\feW KV~ 2 

[g€ÍP ^ f K g(0) + g(l) 

8 2 2 


sumando 


f( L +e( l )= m+fQ) + g(o)+gm 

2 2 2 2 


v+#i )m !£ ±Ém+if+'m 


f + g e W por definición de W 


iii) A. e R, f e W => A. f e W por verificar 

sifew => nk-m+fn 

2 2 


i xm+A/rn 

J 2 2 


(ir)( 1 ) _ (¿/XQ)+(¿/Xi) 


=> He W por definición de W. 

Por lo tanto W es un subespacio de V. 

Dado el espacio vectorial (/? 4 ,+, /?,.) investigar si el conjunto 

4 

S - {( jc, , jc 2 , jc 3 , jc 4 ) e R 4 / ^ ' x¡ = 1} es un subespacio de R 4 . 


Solución 


i) S * <J> puesto que (1,0,0,0) e S 
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a) S = {(x,y,z)€/í 3 /x = >- + z} b) W = {(x,y, z) e R 3 / J.x + z |= z}j | (g) 

c) H = {(x,y,z)e R : ' /xz = 0} I 






Sea V = R r = {f & R r / f: R -> R} espacio vectorial sobre R: 

a) Probar que W = {f e V / f es acotada} es un subespacio vectorial de V. I 

b) Probar que W = {f e V / f(-x) = f(x), V x e R} es un subespacio de V. I 

c) Probar que W = {f e V / f(-x) = -f(x), VxeR) es un subespacio de V, 

d) Probar que W = {f e V / f es continua} es un subespacio de V. 

¿Cuál de los siguientes conjuntos dados son subespacios de R" (n > 3)? 

a) W = {(x l ,x 2 ,...,x„)eR" / x, > 0} 

b) W = {(x l ,x 2 ,...,x„)eR" /x, + 3x 2 = x 3 } 

c) fV ={(x i ,x 1 ,...,x„)eR" /x 2 = x, 2 } 

Analizar si W = {(x, ,x 2 ,...,x„) € R"/x n e Z} es un subespacio de R" . 

Sea V = M 2x2 (R) espacio vectorial de matrices cuadradas sobre R y sen 
w \ ={[«,> ■\eM 2x2 (R)la u +a l2 =0}, W 2 = {[a, y ]e M 2x2 (R)/a u +a 2l =()■ 
Demostrar que IV, y W 2 son subespacios de V. 

Dado el espacio vectorial (M 2x2 (R),+, R,.). Diga Ud. sí los siguiente 

a b 



subconjuntos: S = {A e M 2v2 (R)/A - 

T = {AeM 2x2 (R)/A = 


© 


, a,b,ceR} 


a 1 +a 
0 0 


—b c 

, a e R}. Son subespacios de M 2x2 (R) 


Oh) 

© 

0 ") 


Analizar sí los siguientes subconjuntos de R 4 son subespacios de R 4 . 

S = {(x,y,z,u) e R 4 /x 2 +y 2 > 0 , x 2 +m 2 <0} 

T = {(x,y,z,u) e R a / 2x-y = u v x-2y = z] 

Determinar si los siguientes subconjuntos de R 4 son subespacios. 

T = {(x,,x 2 ,x 3 ,x 4 )s R a /por lo menos en x¡ es cero} 

S = {(x,, x 2 , x 3 , x 4 ) e R á / x, x 4 =0} 

Demuéstrese que los siguientes subconjuntos de R 4 son subespacios. 

a) W = {(x,y,z,t) e R A /x + y = 0 , z-t = 0} 

b) W ={(x,y,z,t)eR 4 /2x + y-t=0 , z = 0} 

Analizar cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R 4 . 

a) W = {(x,y,z,H)e R 4 / | u |> u , x = »} 

b) W = {(x,y,z,u) e R 4 / x 2 +y 2 +u 2 = 0} 

Sea V = {f: [a,b] -> R / f es continua} el espacio vectorial de las funciones 
continuas analizar si S = {/ e V / £ f(x)dx * 0} es un subespacio de V. 

Demostrar que (S,+,R,.) es un subespacio de R , siendo S el conjunto de las 
matrices triangular superior. 

Sea el espacio vectorial (R r ,+, R, ) donde R r = {/ e R r / /: R —> /?}. 

Averiguar cual de los siguientes subconjuntos de R r son subespacios 
vectoriales. 
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Probaremos que (S,+,k,.) es subespacio de (V,+,k„) 

i) OeS,, Vi por ser subespacios de V entonces 0 e S¡ = S f 

1=1 

definición de intersección de donde S *■ <|>. 

ii) a, re-5' = S¡ => x + ^eS=|^ > j.5 ( porprobar 

/=! í=i 

SíxeSAyeS a «f>, a 


x 6 S¡ a >’ e 5,, V i € I 
=> x + y e S,, Vi por ser subespacios 


x +y e 


O 


5 definiendo n 


Luego x + yeS 


iii) k e k, x e S = => Axe por probar 

i=i í=i 

Si xe5=| r ^5 / . Vi => xeS¡, Vi, definiendon 

i=i 

=> Axe S¡ por ser subespacios 


O 


S definiendo n 


por lo tanto X x e S 


Luego S = ^ > |,S, es subespacio de V 
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Ejemplo.- En el espacio vectorial (/? 3 ,+,/?,.) consideremos los subespacios 

T = {(x,y,z)eR 3 /z = 0} y H = {(x,y,z) e R 3 1 x = 0}, la 

intersección de estos subespacios es: TnH = {(x, y,z)e R' / a = 0 a 7 = 0} 
esto significa que los puntos genéricos de T a H es (0,y,0) es decir 

Tr¡H = {(0,y,0)e R 3 /y e R}=eje Y 



Ejemplo.- W es un subespacio de V <=> 

i) 0 e W (W * <)>) y 

ii) v,w e W => av + bw e W, V a,b e k 

Solución 

=>) Como W es un subespacio de V => 0 e W por que todo subespacio 
contiene al cero v,w e W y a,b e k => av e W, bw e W (por la 
condición (ii) de subespacio) entonces av + bw e W. 

se cumple (i), (ii) 


<=) Supongamos que W cumple i) y ii) => 
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i) O e W => W * (j), Sí v, w 6 W =>v + w= l.v+l.weW por (ii) : 
v + w e W 


SíveWykek =^A.v = A.v + 0veW por (ii) => kv e W 
Luego W es un subespacio de V. 

Ejemplo.- Sean U y W dos subespacios de un espacio vectorial V=> U n \| 
es también un subespacio de V. 

Solución 

Como U y W son dos subespacios deV => OeU y OeW (por que todo 
subespacio contiene al cero) 

=> O i-UnW ... (1) I 

Sean v,w e U n W => v,w e U a v,w e W 

=> av + bw € U a av + bw e W, V a,b e k 
puesto que U y W son subespacios 

=> au + bw € U n W , por lo tanto 


UnW es un subespacio de V. 

b) UNIÓN DE SUBESPACIOS.- 

Si T y H son dos subespacios de (V,+,k„) entonces T u H no 
necesariamente es subespacio de V, esto la ilustraremos con el siguiente 
ejemplo, consideremos el espacio vectorial (R 2 ,+,/?,.) y los subespacios 
T y H que se muestran en la figura. 
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Tenemos que xeT => xeTuH 
yeT => yeTuH 
pero x + yíTuH 

con el cual se tiene que TuHno necesariamente es un subespacio. 

c) SUMA Y SUMA DIRECTA DE SUB-ESPACIOS.- 

DEFINICIÓN.- Sean Hj y fV 2 dos subespacios de (V,+,k,.). 

Se llama la suma de los subespacios ¡V l y W 2 al 
conjunto definido por: 

1 V = W, + W 2 = {x e V /x = x¡ +x 2 , x¡ eW¡ a x 2 eW 2 ) 

TEOREMA.- La suma de dos subespacios de (V,+,k,.) es un 
subespacio de V. 


Demostración 
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- - > 

Sean W, y W 2 dos subespacios de (V,+,k,.) debemos probar quo ¡ 
W - W, + IV 2 es un subespacio de V 

i) Que W * <|>, pues 

Oe^ a OelV 2 => 0+0=0e W x +W 2 
Oe W => W*<|> 

i¡) Sí x,yeW = W, +IV 2 => x + y e W = IV, + W 2 

jxelV = IV l +IV 2 (x = x l +x 2 , a x 2 elV 2 ^ 

Sl \yelV = IV l +IV 2 ^ \y = y i +y 2 , A y 2 eiv 2 

x + y = (x,+y l ) + (x 2 +y 2 ), x i +y l eW i a x 2 +.v 2 eJE, 

por lo tanto x + y e W = IV t +IV 2 

iii) A, e k, xeW = W¡+IV 2 AxelV = IV¡ +IV 2 

lek a xeW => X e k a x = x t + x 2 , x\ e IV¡ a *2 e *^2 ■ 

=> Ax = Ax¡+áx 2 , Ax¡ elV, a Áx 2 eW 2 

=> AxeW = IV ] +IV 2 

Luego W = W, + W 2 es un subespacio de (V,+,k,.) 

Ejemplo.- En el espacio vectorial (fl\+, R,.) consideremos los subespacios I 
= {(*,,0 ,z x )eR' ¡ x x ,z x eR} y W 2 = {(0,y 2 ,z 2 ) e R 1 /y 2 ,z 2 e R) 


entonces el subespacio suma: 
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Ejemplo.- En (R 2 ,+,R,.) consideremos los subespacio 

2 2 1 
fV, = {(x,y)eR~/y = x} y W 2 = {(x, y) e R~/y = -x) proba 

que R 2 =W, ®W 2 . 


Solución 


i) Todo elemento ( x,y)eR 2 se puede expresar como : 


(jc , y) = ( ilZ,£lZ )+( £2¿ ) Zz£ ) 

2 2 2 2 


es decir: R 2 =W¡ +W 2 obsérvese que 

( ±±y *+z reWi y x *^y ; y^Lj efV2 

ii) Ahora probaremos que W¡ nW 2 = {(0,0)} como {(0,0)} c JV¡ n!E 2 j 
siempre se cumple 

sea (x, y) e W¡ n W 2 => (x,y)efT, a (x, y)eW 2 


y = x a y = -x 


de donde x = y = 0 => (x,y) e {(0,0)} 


Luego W, nW 2 c {(0,0)} 


W,nW 2 ={( 0 , 0 )} 


por la parte (i), (ii) y la definición se tiene: R 2 = W x © W 2 


Ejemplo.- En (R 2 ,+,R,.) consideremos los subespacios 
W ] ={(x,y)eR 2 /y = 0} y W 2 = {(x,.v)e R 2 lx = 0} probar 
que R 2 = W l ®W 2 . 
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Solución 

i) Probaremos que R 2 =W¡ +W 2 

para esto, todo elementos (x, y) e R 2 , se expresa como 
(x,y) = (x,0) + (0,y) se observa que: 

R 2 =W¡+W 2 y (x,0)e1V y a (0 y y)eR 2 

ii) Sea (x, y) e W¡ n W 2 => (x, y) e W¡ a (x, y) e W 2 

=> y = 0 a x = 0 

=> (*,y) = ( 0 , 0 ) 

de donde W, r^W 2 = {(0,0)} 

por lo tanto de (i), (ii) y la definición R 2 = © W 2 


Ejemplo.- En (R 3 ,+,R,.) consideremos los subespacios 
w \ = {(x,y,z)&R 3 /y = 0) y W 2 = {(x,y,z) e R 3 lx = z = 0}. 
Demostrar que R 3 =W¡ ®W 2 . 

Solución 

i) Todo elemento (x, y, z) e R 3 se puede expresar como 

(x,y,z) = (x,0,z) + (0,y,0) donde (x,0, z) e W, a (0, y,0) e W 2 


R 3 =W, +W 2 


ii) Sea (x, y, z) e IV, nW 2 => (x, y, z) e W, a (x, y, z) e W 2 
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(jf ,y,z)efV¡ 
(x,y,z)eW 2 


(x,0,z) = (0,y,0) => x = y = z = 0 


Luego (x,y,z) = (0,0,0) => W¡ nW 2 = {(0,0,0)} 


por la parte (i), (ii) y la definición. 


R i =W l ®W 2 


Ejemplo.- En (R } ,+,R,.) consideremos los subespacios 
W, = {(x,y,z)e R 3 /x = 0} y W 2 = {(x,y,z) e R 3 /y = 0} 


¿R 3 = fT, ®IV 2 ? 


Solución 


i) Todo elemento (x, y, z) e R 3 se puede expresar como 


(x, y, z) = (0, y, |) + (x, 0, ^) donde .'. R 3 = fV¡ + W 2 


ii) Sea a e R 3 => a = (x,y,z) de donde 
a eW¡ nW 2 => a efV, a a efV 2 


a eW¡ 
a e W-, 


a = (0, y,~) 
a = (x, 0,-) 


de donde 


(0,y,^) = (x,0,|) => x = y = 0, z = z 

Luego a = (0,0,z) = z(0,0,1) => V z * 0 

a * (0,0,0) => W\nW 2 * {(0,0,0)} por lo tanto R 3 * W ¿ ®IV 2 
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Ejemplo.- Sea V = {///:/?—> R) el espacio vectorial de todas las 
funciones de R en R. Sea V p = {/eF/ /(-x) = /(x)} el 

subespacio de todas las funciones pares y 

V¡ .= .{/ £ V / f{-x) = -/(*)} el subespacio de todas las 
funciones impares. Comprobar que V = V p © V¡ 

Solución 

i) Debemos probar que V = V p +V¡, esta condición se cumple del hecho 
que cualquier función de R en R se puede expresar como: 

f(x) = ^ [/(*) + /(-x)] + X - [/(X) - /(-X)] 

donde ^[/(x) + /(-x)] es una función par, y -^[/(x)-/(-x)] es una 
función impar. Por lo tanto V = V p + V¡ 

¡i) Probaremos que V nF, = {0) 

Sea f eV p n V¡ => /ef, a /eF, 

;=> ff-x) = f(x), V x e R a f(-x) = -f(x), V x e R 
=> 2f(-x) = 0, VxeR f = 0 
por lo tanto V p n V¡ = {6} 

Luego de (i) y (ii) y la definición F = V p ® V¡ 
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Sea AsUnW => 

A e U 

A A 6 W 

r=> 

A = A‘ 

1 

II 

< 

=> 

'X 

II 

1 

II 

< 

=> 

A = 0 

Luego UnW=j0| 


Luego de (i) y (ii) y la definición: V = U © W 

NOTA.- Extenderemos la definición de la suma de subespacios al caso en que 
n > 2. 

DEFINICIÓN.- La suma de los subespacios W ¡, W 2 W n de (V,+,k,.) es el 
conjunto 


ir = tv l +w 2 +...+W N 


n n 

= ={jceF/x = ^jr, 


x, e W ,} 


Luego resulta que 



un subespacio de (V,+,k,.) además, si tales 


subespacios son disjuntos dos a dos, ósea i * j => n W, = {0} entonces 


diremos que W es la suma directa de ellos, y escribiremos 
W = W y © W 2 © W } ®...®fV n 


TEOREMA.- Sean V un espacio vectorial sobre k, y V 2 subespacios sí 
y sólo sí para todo a e V, se puede expresar de modo único en 
la forma a -a x +a 2 donde a, e V¡ a a 2 e V 2 . 

Demostración 


=>) Supongamos que V = V, © V 2 => i) V = V¡ + V 2 , ii) V¡ n V 2 = {0} 
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Sea aeV i +V 2 => 3a, e E, a a 2 eV 2 tal que a=a¡+a 2< 

deseamos demostrar que a = a¡ +a 2 donde a¡ eV¡ a a 2 e V 2 

=> a|+a 2 =a,'+a 2 => a,-a¡=a 2 -a 2 

como a i ,a[eV { => a¡-a¡ eV, (pues K, es un subespacio de V) 

a 2 ,a 2 eV 2 => a 2 -a 2 e V 2 (pues V 2 es un subespacio de V) 

=> a¡-a¡ = 0 a a 2 -a 2 = 0 => a = a\ a a 2 =a 2 

Luego a eV = E, +V 2 tiene una representación única. 

<=) Sea a e V a = a, +a 2 donde a, eE, a a 2 eE 2 esto so 

representa de modo único. 

v = v + 0 donde veV¡ a 0 e E 2 av = 0 + v donde 

0 e V¡ a v e V 2 => como una suma para v es única => v = 0 => 
V\C\V 2 = {0} entonces V = V, ® V 2 

Ejemplo.- Sean 

U = {(x,y,z)e R 3 tx + y + z = 0}, V = {(jc ,y,z) e 7? 3 /x = z}, 

1E = {(0,0, z) e R 3 / z e /?} sub espacios de /? 3 . 

Probarque i) R 3 =U + W ii) R 3 =V + IV iii) /? 3 ={y + E| 
¿R 3 =U®W1 ¿R 3 =V@ÍV? ¿R 3 =U®V ? 

Solución 


i) U = {(x,y,z)eR 3 / jc + y + z = 0} ( IE = {(0,0,z) e fl 3 /z e R} 

Sea a e R 3 => a = (x,y,z) que se puede expresar como: 
a = (x,y,z) = (x, y, -x - y) + (0, 0, x + y + z) y como 
(x, y, -x - y) e U a (0, 0, x + y + z) € W entonces R 3 = U + V 
Sea aeUoW => aeUA aeW => x + y + z = 0A x = y = 0 
=> 0 + 0 + z = 0 => z = 0 

=> a = (0,0,0) luego U n W = {(0,0,0)} 

R 3 =U®W 

ii) V = {(x,y,z) e R 3 / x = z} y W = {(0,0, 2 ) g R 3 /re R] 
sea a e R 3 => a = (x,y,z) = (x,y,x) + (0,0,z - x) 

donde (x,y,z) e V a (0,0,z - x) e W entonces R 3 =V + W 
Sea aeVn W => a e V a a e W de donde 
x = z a x = y = 0 => x = y = z = 0 
entonces a = (0,0,0) luego VnW = {(0,0,0)} 

R 3 = V®tV 

iii) U = {(jr,y,z)e R 3 /x +y+ z = 0} y V = {(x,y,z) e 7? 3 / * = z} 

Sea a&R 3 => a = (x,y,z) = (0, x - z, z - x) + (x,y - x + z,x) 

Donde (0,x - z,z - x) e U a (x,y - x + z,x) e V 
Entonces R 3 =U + V 
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Sea cxeUnV => aeU a a e V 

=> x+y+z=OAx=z 

=> 2x + y = O => y — -2x 

como a = (x,y,z) = (x,-2x,x) = x( 1 ,-2,1) 

Vx*0 =i> a*(0,0,0) => Un V * {(0,0,0)} 

por lo tanto R i *U®V 

Ejemplo.- Supongamos que U, V y W son subespacios de un espacio 
vectorial, probar que: (UnV) + (UnW)c Un(V+ W) 

Solución 

(Un V) + (Un W)= {u + v/u e UnV a veUnW} 
sea a e (U n V) + (U n W) => 3ueUnV y ve UnW/a = u + v 
¡ueUniV (ueU a ueV 


como 


veUnW 


v e U a v e W 


u + veU a u + veV + W 


=> u + veU n (V + W) => a e U n (V + W) 
de donde (UnV) + (UnW)cUn(V+W) 


3.9. COMBINACIONES LINEALES.- 


DEFINICIÓN.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial y A * <(> donde 
A = {v,, v 2 vJcF una familia o conjunto de vectores 
de V, llamaremos combinación lineal de elementos de A. a todo vector de la j 


^a,v ( - = a,v, +ar 2 v 2 +... + or„v n , a, ek , v, e A 


;=i 
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DEFINICIÓN.- Diremos que el vector ve Ves una combinación lineal de 
los elementos de A, si existen escalares e k . 



tal que 


Ejemplo.- Sea un espacio vectorial, expresar en cada caso, si 

es posible, el vector v como combinación lineal de v,, v 2 donde: 

1) v = (V2, -1) , v, = (V3,2), v 2 = (-76,2) 

Solución 

v es combinación lineal de v, y v 2 si existen a, p e R tal que 
v = OV) + pv 2 ósea 

(72,-1) = «(73,2)+ ^(-76,2) 

(72,-l) = (73a-76A 2a+ 2/3) de donde 

272 - 76 


73 «- 76>9 = 72 

2a+ 2/3 ='-l 


a = 


p= 


2(73 + 76 ) 
272-73 
2(73 + 76 ) 


Luego el vector v se puede expresar como combinación lineal de los 
vectores Vj y v 2 . 


272-76 272-73 

V = 2 ( 73 + 76 ) V ' + 2 ( 73 + 76) V2 




forma 
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2) v = (2,4), v, =(-1,3), v 2 =(2,-6) 

Solución 

v es combinación lineal de los vectores V! y v 2 si existen a,p e R tal 
que v = av, + /3v 2 ósea: (2,4) = a( 1 -,3) + P(2,-6) 

(2,4) = (-a + 2p, 3a - 6P) de donde 


-a + 2/7 - 2 
3a-6/7 = 4 


-3a + 6P = 6 
3a -6/7 = 4 

0^10 


Luego 3 a,p e R tal que v = av, + /7i’ 2 

Por lo tanto v no se puede expresar en combinación lineal de los vectores 
v, y v 2 . 

Ejemplo.- Sea (R 2x2 ,+, /?,.) el espacio vectorial de las matrices de orden 2, 


rio _ 1 0 

y consideremos las matrices A = , B = ^ ^ 


Fo o- 
~|_1 1 ' 


Determinar todas las combinaciones lineales de A,B y C que den 


la matriz nula N. 


Solución 


Debemos de obtener a,p y y en R, tales que: aA + pB + yC - N o sea 

h Ol Jl 01 [0 0] [0 Ol .. 

a +P + y = , efectuando la multiplicación 

r\ i ' i A '11 A A 


0 110 11 0 0 


a Ol [/J 01 [0 0] 0 0 . , . 

+ + = , efectuando la suma 

0 al \_P Oj \y y] [0 0J 
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~a + p 0 1 [O 0] 

= por igualdad de matrices 

P + y a + y J [O 0J 

a + P = 0 

■ p + y = 0 de donde a = p = 0 
a + y = 0 

Luego la única combinación lineal que satisface la relación propuesta es la 
trivial 

[. V10. CONJUNTO DE COMBINACIONES LINEALES.- 

Sea A * (j) un conjunto de vectores de (V,+,k,.) ahora formaremos el 
subconjunto de V cuyos elementos sean todas las combinaciones lineales de los 
vectores de A, a este conjunto denotaremos con el símbolo A , que se lee “A 
raya” 

Si A = {v,, v 2 v„} un conjunto de vectores de V entonces A se escribe así: 



Ejemplo.- El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores 
v, = (1-2,0) y v 2 =(2-2-1) de R 3 es 

A = {a(l, -2,0) + P(2, -2, -1) / a, p 6 R} 

Osea A = {(a+ 2p,-2a-2p,-p)/a,P & R} 

Como Ae R } => (x, y,z)e A de donde (x,y,z) = (a + 2p, -2a - 2p, -P) 
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a + ip = x 
-2a-2p = y 
-P = z 


2a + 4/? = 2x 
~2a~2p = y 

-P = z 


2p = 2x + y 
-2z = 2x +y 


de donde 2x + y + 2z = O por lo tanto A = {(x,y,z) e /2x + y + 2z = 0} | 

TEOREMA.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial y A = {v,,v 2) ...,v„} c V ¡I 
demostrar que el conjunto de las combinaciones lineales de la I 
familia de vectores de A es un subespacio del mismo es decir (A,+, k,.) es un 
subespacio de V. 

Demostración 

i) Siendo Vj = l.v t +0.v 2 +... + 0.v„ es decir v, e A => A*<¡>. 


ii) Poi definición se tiene: 


ve A => 3 a¡,a 2 ,—,a n e k / v 


n 


Vj a v¡ e A 


n 

v = ^ ^ a¡ v, a a¡ ek a v¡ eV , puesto que AcV 


Luego v e A => v e V, Por lo tanto AcV 
iii) Si u,v e A => u + v e A por probar 


n 

u= y^ J a ¡ v i 


entonces: 
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Ejemplo.- En el espacio vectorial (R 3 , +,/?,.) consideremos A = {(1,2,-1). 
(3,0,1)}, hallar el subespacio L(A). 

Solución 

Sea <4 = {v,,v 2 } donde v, = (1,2-1), v 2 = (3,0,1) 

L(A ) = {av, + flv 2 t a, p e /?} = {a(l,2,-l) + p(3,0,l)/ a,p e R} 
como L(A) c R 3 entonces (x,y,z) e L(A) 

=> (x,y,z) = a(l,2,-l) + p(3,0,l) =(a + 3p, 2a, -a + P) de donde 

a + l/3 = x 1 + 3 p = x 

■ 2 a = y => • 2 => x - 2y- 3z = 0 

-a + P = z + = * 

Luego ¿(^) = {(x,y,z)e/? 3 /x-2y-3z = 0} 

Ejemplo.- Determinar el subespacio de (/? 3 ,+, /?,.) generado por la familia 
A cuyos elementos son los vectores v, = (2,1,2) y v 2 = (1,2,1)."1 

Solución 

L(A) = {orv, + flv 2 1a,ft e R' t = {a(2,l,2)+ p( 1,2,1)/ a,p e RJ 
como L(A) c R 3 => (x,y,z) e L(A) entonces: 

(x,y,z) = a(2,1,2) + p( 1,2,1) = (2a + P, a + 2P, 2a + P) de donde 
x=2a+P 

■ y-a + 2P => x = z, y e R 
z = 2a + P 
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Luego el espacio generado por los elementos A es: 

L(A) = {(x,y,zfeR 3 /x = ¿) 

Ejemplo.- Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores de 
R 3 generan el mismo subespacio A = {(1,0,-1), (0,-2,1)} , 
B = {(l,-2,0), (2,-2,-1)} 

Solución 

Por demostrar que L(A) = L(B) 

A genera el subespacio L(A) de R 3 entonces: 

L(A) = {a( 1,0,-1) + P(0,-2,1) / a, p e R} 

Como L(A) c R } => (x,y,z)e L(A) de donde (x,y,z) = a(l,0,-l) + P(0,-2,l) 


(x,y,z) = (a, -2p, -a + p) por igualdad se tiene: 


x = a 

y = -ip 


z =-a + p 



x+— +z=0 
2 

2x + y + 2z =0 


Luego L(A) = {( x,y,z) e R 3 12x + y + 2z = 0} 


B genera el subespacio L(B) de R 3 entonces 
L(B) = {a(l,-2,0) + P(2,-2,-l) / a,p e R} 


Como L(B)czR 3 => (x,y,z) e L(B) entonces 


(x,y,z) = a(l,-2,0) + P(2,-2,-l) = (a + 2p, -2a - 2p, -PJ, por igualdad se tiene: 
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x=a+2fi 
• y = -2a - 2p 
z = ~P 


x -a + 2p 

■ — = a — p => 
2 

z — ~ P 



O 


2x + y + 2z = O 


Luego L(B) = {(*, y, z) e R 3 / 2x + y + 2z = 0} 



Por lo tanto de (1) y (2) se tiene: L(A) = L(B) 

Ejemplo.- Hallar un vector en R } que genera la intersección de U y W 

donde U es el plano XY: U = {(*,>>,0) e /? 3 / x,y e R} y W es 

el espacio generado por los vectores (1,2,3) y (1 ,-l,1) 

Solución 

Sea (x,y,z) e U a W => (x,y,z) e Lf a (x,y,z) e W => z = 0 y como 

(x,y,z) = (x,y,0) e W => (x,y,0) = a( 1,2,3) + P( 1 ,-1, 1 ) 

(x,y,0) = (a + P, 2a - p, 3a + P) de donde 


x = a + P 
■ y = 2a~p 
0=3 a+p 


x + y = 3ar 
3a + P = 0 



=> /? = -3a 


(x, y, 0) = —(1,2,3) - (x + y)( 1, -1,1) 

= (^~-x-y,^(x + y ) + x + y > x + y-x-y) 

= [--(* + y), f (x + y), 0] = ^ (-2, 5, 0) = a = (-2, 5, 0) 
3 3 3 * 


El vector que genera la intersección de U y W es (2,-5,0). 
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b) PROPOSICIÓN- Sea el espacio vectorial (V,+,k,.), A * (|>, 

A = {v l ,v 2 ,...,v„)cV y {w,} (£/ una familia de 

subespacios tales que A c w,, para todo i e I, entonces: L(A) = í> 

¡el 

Demostración 

i) Probaremos que L(A) = í> 


sea v e L(A), entonces existen escalares a¡ ,a 2 ,...,a„ e k tal que: 


n 

v = ^ a J Vj , Vj e A , Vj = 1,2,.. ,,n 


pero como A c w,¡, V i € I, Vj = 1,2,.. .,n 


n 

=> v = £a,v, ; V|,v 2 ,...,v„ e w¡ , Vi el 

7=i 

=> vew,. Vi el => vel^w, => L(A)c 0"' 

te/ iel 

ii) Ahora verificaremos que P|w ( aL(A) 


AcL(A), en efecto, para v, e A , j=l,...,n se puede escribir siempre: 
Vj = 0.v ( + ... + 0.v y _, +l.Vy +0.Vy +1 +...+ 0.v n , V j = l,2,...,n 


Ac L(A) => L{A) = w io para algún i 0 e / 
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=> |^jw, c w¡ =L(A) => |^w ( cz£(^) 

le/ ¡el 

Luego de (i) y (ii) se tiene: L(A) = fb 


OBSERVACIÓN.- A la proposición que se demuestra también podemtH 
enunciar diciendo que L(A) es el menor de todos lofl 
subespacios que contiene a A. 

¡3.12. INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL.- 


a) DEFINICIÓN.- Un conjunto de vectores fí», ^v 2 .v„} * <j> de i¡ml 

espacio vectorial V sobre un campo k, diremos que ea 


linealmente (l.i) si y sólo sí a, v¡ - 9 


=> a, = 0. V i = 1,2,...,n 


Si {v l ,v 2 ,...,v„} no cumple esta condición diremos que {v,,v 2 ,..„v„)| 

es linealmente dependiente (l.d) es decir: | 

n 1 

^ a, v, = 9 y a¡ *0 para algún i entre 1 y n . 

i=i i 

Ejemplo.- Determinar la dependencia o independencia lineal de los 1 
siguientes conjuntos de vectores: 


1) V = R 2 , k = R, v, = (2,4), v 2 =(0,3) 


Solución 


Sea av, + bv 2 = (0,0), la combinación lineal 
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a(2,4) + b(0,3) = (0,0), de donde (2a, 4a + 3b) = (0,0) 

J Í2a = 0 a = 0 

por igualdad se tiene: < => 

|4fl + 3í> = 0 4a + 3ó = 0 => ¿> = 0 

como a = b = 0 por lo tanto v, =(2,4), v 2 =(0,3) son l.i 
2) F = A 3 , k=R, v, =(1,3,72), v 2 =(0,0,0), v 3 =(^,0,10) 

Solución 

av, + bv 2 + cv 3 = (0,0,0) la combinación lineal 
o(l,3,V2) + ó(0,0,0) + c(^, 0,10) = (0,0,0), de donde 

(a + —, 3a, 72 a +10c) = (0,0,0), por igualdad 



3a = 0 . => c = 0 

72a + 10c = 0 b*0 

como a = c = 0 y b*0 por lo tanto: v, ,v 2 ,v 3 son l.d. 

OBSERVACIÓN.- Toda combinación lineal que contiene al vector cero es 
l.d. 

3) K = /?\k = R, v, =(1,2,-3), v 2 = (2-1,1) y v 3 = (-1,8-11) 


Solución 
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ov, + fk-¡ + y\>¡ = (0,0,0) la combinación lineal: 
a(l,2,-3) + p(2,-l,l) + y(-l,8,-l 1) = (0,0,0), de donde: 

(a + 2p - y, 2a - p + 8y, -3a + P - 1 ly) = (0,0,0), por igualdad se tiene: 


a+lfi-y =0 
2a - /? + 8y = 0 
-3a + /?-lly = 0 


10a + 15/? = 0 
-3a + p-l\y = 0 


a-- P 


para p = -2, a = 3, y = -1 luego 3v, - 2v 2 -v 3 = (0,0,0) 
por lo tanto son l.d. 

4) F = C 2 , k = C, a, = (i,0) , a 2 = (0,0 , i 2 = -1 

Solución 

Sea a eV = C 2 => a - (u,v) pero u,v € C entonces 
u = a + bi y v = c + di con a,b,c,d e R => a = (a + bi, c + di) como 
a, = (/,0),a 2 = (0,/)eC 2 => a, = (0 + /, 0 + 0i) y a 2 =(0 + 0./, 0 + /) 
OeC 2 => 0 = (0 + O.i, 0 + O.i) 

Sea la combinación lineal: aa, + ba 2 = (0,0), con a,b e C 
=> (a, +ó 1 /)(/,0) + (a 2 +ó 2 /)(0,l) = (0 + 0./, 0 + 0./) 

=> (a,/-ó|, 0) + (0, a 2 i-b 2 ) = (0 + 0./, 0 + Oi) 

(a,/ -b u a 2 i-b 2 ) = (0 + 0i, 0 + 0./) 

=5> a x .i-b x =0 + 0i a a 2 J-b 2 =0 + 0./ 


a, = 0 , a 2 = 0, ¿> 2 = 0, ó, = 0 de donde a, ,a 2 son l.i 
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Ejemplo.- En el espacio vectorial de funciones (/?*,+, k,.) el conjunto de 
funciones es {e',e 2 '}, determinar si son linealmente 
independiente. 

Solución 

ae‘ + Pe 2 ' = 0, la combinación lineal 

como ae‘ + pe 2 ' = 0 , derivando se tiene: ae‘ + 2/fe 2 ' = 0 

resolviendo el sistema a = p = 0 

por lo tanto {e‘ ,e 2 '} son linealmente independiente. 

Ejemplo.- En (R 1 ,+,/?,.) donde I = [0,1] determinar si los vectores 
v, =sen / y v 2 =cos / son linealmente independiente. 

Solución 

,. . , í i a sen t + P eos t = 0 

av. + Pv-, = 0, la combinación lineal < , derivando 

(a eos / - P sen t = 0 

ahora resolviendo el sistema se tiene: 

I 0 eos/ I 
0-sen/|_ 0-0 

sen/ eos/ -sen 2 /-eos 2 / 

eos/ -sen/ 

sen/ 0 

eos/ 0 

P = - 

sen / eos ¡ 

| eos/ - sen 
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' 

Luego la única solución es: a = (3 = 0 

Por lo tanto {sen t, eos t} es linealmente independiente. 

Ejemplo.- Sabiendo que dos vectores v, y v 2 son linealmentJ 
independiente en (V,+,k,.) demostrar que v, + v 2 y v 2 son 
linealmente independiente. 

' 

. Solución 

9 

Consideremos la combinación lineal de la familia de vectores {v, + v 2 , v 2 } quí 
sea igual al vector nulo con escalares a y P que determinaremos. 

a(v, + v 2 ) + (h’i = 6 , por distributividad respecto de la suma en k 

«v, +(« + P)v 2 = 6 , como v, y v 2 son l.i entonces a = 0 a a+(3 = 0 

de donde a = P = 0 

por consiguiente v¡ + v 2 , v 2 son linealmente independiente, 

b) PROPOSICIÓN.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial: 

© Un vector ve Ves l.i sí y sólo sí v * 0. 

0 Si v 1 ,v 2 ,...,v„ son l.i. entonces v,,v 2 ,...,v m donde 1 < m á n 
también son l.i. 

Solución 

© =>) asumamos que V es l.i. en V. 

por el absurdo supongamos que v = 0 entonces av = 0, Va e k, en 
particular si elegimos a = 1, tenemos que l.v = 0 lo cual es unal 
contradicción con el hecho que V es l.i. Luego v * 0 
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<=) Ahora asumiendo que v * 0 
av = 0 => a = 0v v = 0 

pero como v * 0 por hipótesis, resulta que a=0 y en consecuencias 
V es l.i. 

n n n 

0 ^ a¡ v¡ = ^ a¡Vf + ^ a¡Vj = 6 

i'=l i=l /=m+l 

=> a¡ =0, para todo i = 1,2,....n por ser V|, v 2 ,...,v„ linealmente 
independiente 

=> a¡ = 0, para todo i = l,2,...,m pues m < n 
V|,v 2 ,...,v m son linealmente independiente. 

c) Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial, ScV, diremos que S es linealmente 
independiente, si todo subconjunto finito de S es linealmente 
independiente. 

En caso contrario diremos que S es linealmente dependiente. 

d) PROPOSICIÓN.- Sea S y S' subconjuntos de V tal que S a S', 

entonces 

0 Si S' es linealmente independiente, entonces S también lo es. 

0 Si S es linealmente dependiente, también lo es S'. 

Demostración 

Ejercicio para el lector 
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3.13. SISTEMA DE GENERADORES.- 


a) DEFINICIÓN.- Consideremos un espacio vectorial (V,+,k,.) la tamilin 
A = ( v i. v 2 >•••. v„} * $ de vectores de V es un sistema 

de generadores de V sí y sólo sí todo vector de V puede expresarse como 
combinación lineal de los vectores de A, o bien A es un sistema 
generadores de V sí y sólo sí el subespacio generado por A es V. 

NOTACIÓN.- 

La abreviatura de “sistema de generadores” es “S.G.” 

La abreviatura de “combinación lineal” es “C.L.” 

Expresando en forma simbólica la definición se tiene: 

n 

A es un S.G. de V o veV => v = a ¡ v ¡ ob>® n - 

1=1 

A es un S.G. de V <^> M A) = V ] 

Ejemplo.- Determinar si el conjunto de vectores A= {(1,1,1), (1,1,0), (1, 0,0)1 

de ( R\+,R ,.) constituye un sistema de generadores de R } 

Solución 

Veremos si se cumple L(A) = R } para que sea S.G. 


(x,y,z)sR } => (x,y,z) = a( 1,1,1) + P(l,1.0) + y( 1.0,0) 

x=a+P+y 

(x,y,z) = (a + P + y, a + p, a) dedonde \y=a+p 


...O) 


P - y~ z 

y = x-y 
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reemplazando los valores de a,p y y en (1) 

(x,y,z) = z(l,l,l) + (y - z)( 1,1,0) + (x - yX 1,0,0) 

Luego (x,y,z) e R se puede expresar como combinación lineal de los 

vectores ( 1 , 1 , 0 ), (1,1,0) u (1,0,0) 

Por lo tanto genera a R 3 es decir L(A) = R } 

Entonces A = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} es S.G. 

OBSERVACIÓN.- El concepto de sistema de generadores de un espacio 
vectorial es independiente de la independencia o 
dependencia lineal del sistema, ósea un sistema de generadores puede ser 
linealmente independiente o no. 

b) PROPOSICIÓN.- Si la familia A = {v,, v 2 ,..., v„} es un S.G., L.D. de 

V entonces existe Vj e A tal que.4-{v y } es un 
S.G. de V. 

Demostración 

Por ser A un sistema de generadores de V, se define 

n 

veV => v = ^^cr,v, •••(!) 

- 4 /*! 

, 

como A es linealmente dependiente entonces algún vector de A, digamos 
v,, es combinación lineal de los restantes, ósea 
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teniendo en cuenta (1) y (2) se puede escribir 


r r r r r 

v = a j v j + X ar,Ví=a >X^ v ‘ + X a,vi = 2 (a> ^ +a,)v ' = 2/ ,v< 

1*7 i>7 W ‘*j i*j 

En consecuencia, A - {v ; } es un sistema de generadores de V. 

3.14. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL.- 

a) DEFINICIÓN.- Una base de un espacio vectorial V es un conjunto 
A c V, A * <(> tal que: 

* ' >. 

¡) A es un conjunto linealmente independiente, 
ii) A genera a V es decir L(A) = V. 

Ejemplo.- Probar que {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es una base de (R 3 ,+,R,.) 

| • 2 

Solución 

Probaremos que {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es linealmente independiente 
a( 1,0,0) + P(0,1,0) + y(0,0,1) = (0,0,0) la combinación lineal 
(a,p,y) = (0,0,0) => a = P = y = 0 

Luego {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es un conjunto linealmente independiente 

Ahora probaremos que {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} genera a R 3 

Es decir que ¿{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) = R 3 pero ¿{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} c Jtl 
esto siempre es cierto y para probar R 3 c ¿{(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} 

sea ( x,y,z)eR 3 => (x,y,z) = x(l,0,0) + y(0,l,0) + z(0,0,l) I 
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entonces (x,y,z) e L{( 1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 
de donde R 3 c ¿{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 
por lo tanto R 3 = ¿{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 

Luego {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es una base de R 3 . 

Ejemplo.- Hallar una base para A = {(x,y,z)e R 3 /2,v + >’+2z = 0} 
subespacios de (R 3 ,+,/?,.) 

Solución 

— 

Sea (x,y,z) e A => 2x + y + 2z = 0 => y = -2x - 2z, luego 

i «I toq \ ,",u \ ttoiru^nrHpiS 

(x,y^) = (x, -2x - 2z, z) = (x, -2x, 0) + (0,-2z,z) = x(l,-2,0) + z(0,-2,l), x,z eR 

A = L{(l,-2,0), (0,-2,1)} 

El conjunto {(1 ,-2,0), (0,-2,1)} es una base, pues: 

i) {(1 ,-2,0), (0,-2,1)} es linealmente independiente. 

ii) A = L {(1 ,-2,0), (0,-2,1)} 

b) PROPOSICIÓN.- Un conjunto de elementos {vi,V 2 ,...,v n } del espacio 
vectorial V sobre un campo k forma una base sí y 
sólo sí V veV, v puede ser expresado de una única forma como 
combinación lineal de v,, v 2 ,..., v„. 

Demostración 

=>) Asumamos que v,, v 2 v n es una base, sabemos que V v e V se 
puede expresar como una combinación lineal de v,, v 2 v„ . 
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Supongamos que v se puede expresar de dos formas es decir: 

n n 

V = OfVj = b¡ V. , entonces: ^ (a, -b¡ )v, = 0, pero como 


í-i i=i 


v,,v 2 ,...,v„ son l.i. entonces a, -b¡ = 0, V i = l,2,...,n de donde 
a, =¿>*, Vi = 1,2,....n 

<=) Recíprocamente. Asumamos que v,, v 2 ,...,v„ tiene la propiedad 
que V v e V, v puede ser expresado de una única forma como 
combinación lineal de los vectores v,,v 2 ,...,v„ por lo tanto es 
¿{v,, v 2 v„} = V , nos resta probar que v,, v 2 ,..., v„ son l.i. 

n . n 

Supongamos que ^ a¡ v¡ = ^ 0.v ; , entonces, por. la unici 

¿=i í=i 

a, =0, V i = 1,2.n. Luego {v,,v 2 ,..., v„} forma una base. 

c) LEMA.- Sea S = {v,,v 2 ,...,v B } un conjunto de generadores para el 
espacio vectorial (V,+,k,.). 


n 

Sea v * 0, v e V tal que v = ^a,v, sí a, *0 para algún i, entone 

i»i i 

V=L{S¡} donde S, = Su{v}u{v,}, S i = {v,,v 2 ,...,v M ,v,v j+1 ,...,v m } 

! O'o/i 

Demostración I 

Sea u e V un elemento arbitrario, mostraremos que u se puede expre 
como una combinación lineal de elementos de S,. 

n I 

Por hipótesis v = L{s} => u = ^^b¡v¡ 


...d) 
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” n 

Además tenemos que: 9 *v = ^^a¡v i => v = ^ aj v y + a, v ( 

j* i 

n 

v V 1 a ¡ 

=> v . = —+/ (— L )v¡ ...(2) 

a, a , 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


n 

u=b l v i +...+¿> l .(—+v (_f¿) V )+...+* 

a, a, 


= (¿i )v, +(¿>2 )v 2 +)vj +... + (b n )v„ 

a ¡ a , a¡ a , 


denotando c, = ó, ; Cl = ¿ 2 f ... t Cn =b¡ _^L 

a , a¡ a, 


de donde se tiene 


m=c,v, +c 2 v 2 +... + c,v + ..r„v„ 


••• V = L{S t ) 

d) PROPOSICIÓN.- Sean (V,+,k,.) un espacio vectorial, 
5 = {v,, v 2 ,..., v, 1 } c V y S'= {«,, « 2 ,..., u m ¡ c L{S }. 
Si S' es linealmente independiente, entonces m < n. 


Demostración 


Consideremos v, = L{S) 


Sea m, e v, => 


n 

u \ 
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Supongamos que a¡ *■ 0 (reordenando si fuera necesario) y por el lema 
anterior L{u l , v 2 v „} = F, 


ahora sea 9*u 2 eV, => u 2 =¿> 1 »! + ¿>2 v 2 + -- + b„v„ => b¡ * 0, i>2| 

r 

pues de suponer lo contrario resultaría u 2 =b 2 u¡ que es una 
contradicción ya que u 2 es linealmente independiente . 


Suponemos que b 2 * 0 (reordenando si fuera necesario) y aplic 
nuevamente el lema anterior tenemos que: 


L = {«],« 2 > v 3 »•••* v „} = v, afirmación m<n 


una 

1 


por el absurdo, supongamos que m > n, entonces el proceso anterior 9^ 
podría seguir inductivamente hasta obtener L{u i ,u 2 ,...,u„ } = v, 

pero sim>n => m > n + 1 => “„+i por estar en V¡ 

combinación lineal de lo que es una contradicción con d 

hecho de que {m, , u 2 u m } es l.i., dicha contradicción proviene de a ver 
supuesto que m > n. 

e) COROLARIO.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial. fl 
S = {V|,v 2 ,...,v„} y S'= {u u u 2 ,...,u m } son bases del 

espacio vectorial V, entonces n=m. 

Demostración 

i) S base de V => L{S} = V por otra parte, S'a V = L{S}, y J 
linealmente independiente por ser base de V, en virtud de I 
proposición (d) m < n. 



/ \pacios Vectoriales 


191 


ii) Análogamente, 5" base de V => L{S'} = V como ScK = i(5') y 

S linealmente independiente por ser base de V, aplicando 
nuevamente la proposición (d) resulta que n < m. 

Luego de i) y ii) se sigue que m = n. 

OBSERVACIÓN.- 

Del corolario podemos observar que si V tiene una base infinita, entonces 
cualquier otra base tiene un número infinito de números. 

Todo espacio vectorial posee una base finita o infinita. 

Todas las bases de un mismo espacio vectorial son coordinables, quiere 
decir que existe una bisección 5, o¿? 2 

U 5. DIMENSIÓN DE UN ESPACIO VECTORIAL. 

a) DEFINICIÓN.- El espacio vectorial V se denomina finita dimensional 
(o de dimensión finita) si posee una base constituida 
por un número finito de vectores (es decir sí tiene una base finita). 

Ejemplo- 1) V = k", S = {e l ,£ 2 ,...,e„} 




b) DEFINICIÓN- Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo k de 
dimensión finita y {v,, v 2 ,...,v„} una base de V, 
entonces por definición la dimensión del espacio vectorial V es el número 
“n” lo cual denotamos por dim Á . V = n (donde “n” es número de vectores 
que constituyen una de las bases de V) 
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OBSERVACIÓN.- 

Si V tiene como único elemento el vector nulo, convenimos que la 
dimensión de V es cero, es decir dim A . {9} = 0. 

© Si V tiene una base infinita, la dimensión de V denotamos por 
dim A V = oo . 


Ejemplo.- 


1) Una base de R 3 es {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} entonces su dimensión es:* 
dim* R } = 3. 

2) Si V = k n un espacio vectorial sobre k donde {e i ,e 2 ,...,£ n } es una base! 
de k" entonces dim A k n - n. 

3) Si V = M 2x2 (R) el espacio vectorial de matrices cuadradas, k = R ™ 

fi oí ro n ro oí ro oí , , .. 

{ } una base de M 2x2 (R ) enton 

[o oJ’[o oj [l OJ [o lj 


dim A M 2x: (R) = 4. 


I 


Ejemplo.- Determinar una base del espacio vectori 
K = {(.*,y,z)efl 3 /x-.y = 0, x,.ye/?} de dimensión finita. 

Solución 

Calculando una base de V. 

Si (x,y,z) e V => x-y = 0 =>y = x 
(x,y,z) = (x,x,z) = (x,x,0) + (0,0, z) 


(x,y,z) = x( 1,1,0) + y(0,0,1) 

como {(1,1,0),(0,0,1)} son l.i. entonces es una base de V y dim / ,F = 2. 
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c) PROPOSICIÓN.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial finito 

dimensional (asumamos que dim A K = n) se 
cumple: 

i) Si 5 = {», ,u 2 ,...,u m } a V , donde m > n, entonces S es l.d. sobre k. 
ü) Sí S = {u u u 2 ,...,«„} c: V donde m < n entonces L{S) £ V 

iii) Si 5 = {«, ,m 2 ,...,(/„} es l.i. sobre k, entonces S es una base para V. 

iv) Si S = {«, ,u 2 „..,!<„} genera V, entonces S es una base para V: 

Demostración (Queda como ejercicio) 

d) LEMA.- Sea S= {v,, v 2 ,..., v m } un subconjunto l.i. de un espacio 

vectorial V sobre un campo k, si 0 # v e V es un vector que 
v <2 L{S} entonces S'= {v 1 ,..;,v m ,tj¡} es también l.i. sobre k. 

Demostración 

Sea a x V\ +a 2 v 2 +... + a m v m +a\’ = 9 , la combinación lineal afirmamos 
que a = 0, pues si suponemos que a * 0 tenemos 

v = —— v¡ — — v 2 -...- ~ v m => v s L{S}, lo cual es una 

a a a 

contradicción ya que por hipótesis se tiene v <t L{S} entonces a = 0 y 
como a, =a 2 = ... = «„, =0 resulta que S' es l.i. 

e) TEOREMA.- (Complementación de Bases) 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo k, tal que: dim A V = n , W 
subespacio de V y {v,, v,,..., v m } es base de W, entonces se cumple: 
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- -=| 

i) m < n 

ii) Si m < n, entonces existen v m+1 . v„ e F tal qul 

{v,, v 2 v m , v m+l v„} es una base para V. 

Demostración 

i) Sea {u i ,u 2 ,...,u„} una base para V entonces V - L{u i ,u 2 ,...,u„\ j 
para L{u,,u 2 ,...,u„} z> {v¡,v 2 ,...,v m } y en virtud de la proposición 
(d) de (3.14.) se tiene que m < n pues como {v,, v 2 v,„} es bas* 
en l.i. 

ii) Si m < n, entonces W £ V , luego existe v m+1 e V tal que: 

v m+l eJF => v„ + , fí{v i,v 2 ,.4v m } => por el lema (d) se tienii 
{v,,v 2 .V,„,v m+I } es l.i. 


Si L{ v,, v 2 ,..., v m , v m+1 ) * V , entonces la prueba finaliza. 

En caso contrario, esto es si L(v x , v 2 ,..., v„,, v m+] } g; V , existí 
v m+2 e F tal que v m+2 & ^{ y i .v 2 ,..., v m .v m+2 } entonc^B 
nuevamente en virtud del lema d) se tiene {v t , v 2 v,„, v„, + |, v„,^ 2 W 
es l.i. 


Si ¿{v,,v 2 ,...,v m ,v mtl ,v m+2 } = F, entonces la demostracjn 
concluye, en caso contrario seguimos el proceso anterior pero pof 
hipótesis la dim, V = n , entonces existirán solo un número finita 

v*, +l ,v m+2 eF tal que {v,;í^ 2 v„,,} « 

una base cuando m + p = 0 ya que para n = m + p, 
{v,, v 2 V,, v,„ +l V,„ +P } es l.i. y además genera V. 
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f) COLORARIO.- Sea W un subespacio de un espacio vectorial V sobre 
k entonces se verifica que: 

V = W o dim* F = dim A W 

Demostración 

i) Si el subespacio W es el mismo V, entonces es obvio que 
dim* W = dim* F . 

ii) Supongamos que W es un subespacio de V y que verifica 
dim* W = dim* F . 

Si la dimensión común es 0, entonces tanto W como V tienen un 
único elemento al vector nulo y son idénticos. 

Si la dim* W = dim* F = n > 0 entonces consideremos una base de 
W, {w,,w 2 ,... ,>v n } estos n vectores son l.i. en V y de acuerdo al 
corolario (e) de (3.14.) constituye una base de V entonces son un 
S.G. de V lo cual nos dice que todo vector de V pertenece a W, o sea 
VcW y por la definición de subespacios WcV, resulta que W = V. 

U 6. DIMENSIÓN DE LA SUMA.- 

TEOREMA.- Sean U y W dos subespacios de (V,+,k,.) y la dimensión de V 
es finita, entonces se verifica que: 

dim* (U + W) = dim* U + dim* W - dim* (U n W ) 

Demostración 

Como V es de dimensión finita sobre k, sea dim* U - p, dim* IV -q y 
dim k (UnfV) = r. 
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Consideremos UnW * <|> y {v,, v 2 v r ¡ una base para UnW, como Un4 
es un subespacio de U y W respectivamente, por el teorema di 
complementación de bases, completamos la base {v,, v 2 v r } a bases para fl 
yW. Sean: {v,,v 2 ,..., v r , u p _ r ) base para U y {v 1 ,v 2 ,...,v r ,w 1 ,...,w’ í _,| 
base para W. 

AFIRMACIÓN,- El conjunto {v,, v 2 v;, «i “ P -r - "i.•••> w,-r í es un * 
base para U + W. 

La demostración de esta afirmación es: 

I) Que sea linealmente independiente. 

Consideremos la combinación lineal 

X a ' v - + £ fc ' M ' = <? ■" (1) I 

/=i i=i i=i 

2>,+jr - (2) J 

í=i i=i i=i 

=> C,.w, € U n W , pues de la relación (2), por un lado por ser igua 

1=1 J 

a una combinación lineal de elementos de {v,, v 2 v r , u¡ p _ r }, esti 
en U y por otro lado por una combinación lineal de elementos de 
{v,v r , w, w q _ r }, está en W. 


jTc.tv,. =2/ ( v. 


entonces reemplazando (3) en (1) tenemos 
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r p-r r r P-r 

y,, + /b,u, + Tm =0 => +b¡)v i + }b,u ¡ =9 


=i i=i 


ía¡ +b¡ =0 

1 *,=0 , 


Vi = 1,2,..., r 
Vi = 1,2,..., p-r 


pues *{V|,..., v r , Mj,..., up _ r } es una base para U => como b¡ = 0, 
Vi = 1,2,..., p - r en (1) se tiene: 

V 1 V 1 a í a ¡ =0 ’ Vi = l,2,...,r ...(5) 

L-t ' ' Lu ' ' [fe, =0 , Vi = \,2,...,q-r ...(6) 

i=i i=l 1 


pues {V|,...,v r ,w 1 ,..., w } es una base para W. 


=> de (4), (5) y (6) resulta que: 

a, = 0, V i = l,...,r, b¡ = 0 , V i = l,...,p - r, c { =0, V i = l,...,q - r 
=> {v, ,...,v r ,u¡,...,u p _ r ,Wj. w r } esl.i. 


ii) Que genera a U + W. 

Sea v e U + W, por definición de subespacio suma: 
v = u + w, donde u e U y w e W 

r p-r r q-r 

pero u = ^^a i v i +^b i u x y w = ^^c i v ¡ +'^d i w i 


í=i i=i 


í=i i=i 


r p-r r q-r 

v = a, v,. + ^ ó, n,) + c, v ( . + d¡ w¡ ] 


i=i i=i 
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= ^ (a¡ + c, )v, + jr b,u, + d, W, 


{v, ,v 2 v r , w „Mp_ r , h>,,..., w ? _ r } genera aU + W de (i) y (ii) I» 
afirmación queda demostrada como 

{v (j , v 2 v r ,Mj u p _ r , W| w ¡/ _ r } es una base de U + W esuM 


dim* ( U + W) = r + (p-r) + (q-r) = p + q- T 

= dim* í/ + dim* fF-dim*(U nW) 

Ejemplo.- Determinar la dimensión de la suma de los siguiente® 
subespacios de (/? 3 ,+,/?,.), U = {(x,y,z) e R /.x + _y-z = O^H 


W = {(x,.y,z)e R*/x-z=0) 


Solución 


Por calcular dim(U + W) = ? 


Como dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U o W) ¡ 

Calculando una base para U, sí (x,y,z) e U entonces x + y- z- 0=> z-x +» 

Luego (x,y,z) = (x,y,x + y) = (x, 0 ,x) + (0,y,y) = x( 1,0,1) + y(0,1,1) 

como {(1,0,1),(0,1,1)} es linealmente independiente entonces {(1,0,1 ),(0,l,l))j 
es una base de U de donde dim U = 2 

Calculando una base para W, si (x,y,z) e W entonces x-z-0 => z - xl 
Luego (x,y,z) = (x,y,x) = x( 1,0,1) + y(0,1,0) 
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Como {(1,0,1),(0,1,0)} es linealmente independiente entonces {(1,0,1 ),(0,1,0)} 
es una base de W de donde dim W = 2 


Ahora calculando una base para UnW 

Sí (x,y,z)eUnW => j' t+ - v 2 

\x-z = 0 


>- = 0 
Z = X 


Sí (x,y,z) eünW => (x,y,z) = (x,0,x) = x( 1,0,1) 

Luego {(1,0,1)} es una base de UnW => dim U n W = 1 


Por lo tanto se tiene: Dim (U+W)'= dimU + dimW - dim UnW = 2+2- 1 = 3 


A dim (U + W) = 3 

. DIMENSIÓN DE LA SUMA DIRECTA.- 

Si U y W son dos subespacios del espacio vectorial (V,+,k„). Sí U n W = {0} 
(conjuntos disjuntos) entonces dim (U ® W) = dim U + dim W. 


Es decir que la dimensión de la suma directa es igual a la suma de las 
dimensiones de U y W. 


En este caso U n W = {0}, entonces dim U n W = 0 

Ejemplo.- Si A = {(1,0,1,0),(1,0,1,1)} es un sistema de generadores de U de 
V,(R) y B = {(3,0,2,1)} es un sistema de generadores de W de 
V 4 (R) ■ Probar que dim (U © W) = dim U + dim W 

Solución 

Como U = L{A} = {a( 1,0,1,0) + P(l,0,1,1)/ a,p e R} 

Como U c V 4 (R) => (x,y,z,w) = a( 1,0,1,0) + P(l,0,1,1) 
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(x,y,z,w) = (a + p, 0, a + P, a) por igualdad 
x = a + P 

y-a+P _ „ 

\ => x = y, z = 0, weR 

z = 0 
w = a 

U = {(x,y,z,w)eR 4 lx = y, z = 0}. calculando una base de U 


Sí (x,y,z,w) e U => (x,y,z,w) = (x,x,0,w) = x(l, 1,0,0) + w(0,0,0,1) 
Luego una base de U es {(1,1,0,0),(0,0,0,1)}, de donde dim U - 2 
Como W = L{B¡ = {a(3,0,2,l)/cx e R} 

Si (x,y,z,w) e W => (x,y,z,w) = a(3,0,2,l) 


x = 3 a 

y = o 

z = 2a 
w= a 


x = 3w 
y = 0 
z = 2vv 


* 


Luego W = {(x, y, z, w) e R* / w = j ^ ,y = 0} una base de W será: 

Si (x,y,z,w) = (3w,0,2w,w) = w(3,0,2,l) entonces una base de W es: 

{(3,0,2,1)}, de donde dimW=l 

Calculando UnW es decir: U = {(x.y.r, w) € R 4 /x = y,z = 0} 

W = {(x,y,z, h) e /? 4 /z = 2w,x = 3w,y = 0} 
como z = 0, w = 0, y = 0, x = 0 entonces 


»l 
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U n W = {(0,0,0,0)} => dim UnW = 0 
dim U © W = dim U + dim W = 2 + 1 = 3 
Ejemplo.- Sean los subespacios vectoriales de V 4 (R) 

A = {(x,y,z, w)e R 4 /x + y-z + w = 0} y 
B = {(x,y,z,w)e R 4 /x-y-z-w = 0} 

Determinar a) Una base de A y dim A 

b) Una base de B y dim B 

c) Una base de A n B y dim AnB 

d) Calcular dim (A + B) 

Solución 

a) Calculando una base para el subespacio A 
x + y- z + w = 0 => z = x + y + w 

Sí (x,y,z,w) e A entonces 

(x, y, z, w) = (x, y, x + y + w, w) = (x, 0, x, 0) + (0, y, y, 0) + (0, 0, w, w) 

(x, y, z, w) = x( 1,0,1,0) + y(0,1,1,0) + w(0,0,1,1) 

Luego A = L{(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} es decir que : 

{(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} es un sistema de generadores y además es 
linealmente independiente (probarlo) 

Por lo tanto una base de A es {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} y dim A = 3 

b) Calculando una base para el subespacio B 
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W = {(x, y, z) e R 2 / z = 0} es el plano XY luego una base para W es 


{(1,0,0),(0,1,0} y dim W = 2 


a) Calculando una base para UnW 

3 

como 3x-2y + z = 0 y z = 0 => ,y = — x 
si (x,y,z) eUnW => y = ^x, z = 0 
(x, y, z) = ( x , | 0) = \ (2,3, °) 

Luego U n W = L{(2,3,0)} => una base de U n W es L{(2,3,0)} y 
dim U n W = 1 

b) Calculando dim (U + W) 

dim (U + W) = dim U + dim W - dim (UnW) = 2 + 2 - 1= 3 
dim (U + W) = 3 

Ejemplo.- Sean V = {ax~ +bx + c/a,b,c e R}, S = L{x ,(x-l) } y 
r = L{(x + l) 2 } . Demostrar que: V = L{S}© L{T} 

Demostración 

i) La inclusión L{S} + L{T} c V es fácil de ver 

ii) Probaremos la inclusión V c L{S} + L{T} 

ax 2 +bx + c = ax 2 +/3(x-l) 2 +y(x + \) 2 , donde 
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ax 2 + fi{x-\) 2 e5 a /(x+1) 2 e 7' 
úlv 2 +bx+c = (a + p + y)x 2 +(2y-2/})x+ p + y 
por igualdad de polinomios tendremos que: 
a + p + y = a 

2y-2p = b resolviendo el sistema hallamos los valores de a, p y y: 
P + y = c 


por lo tanto se tiene V = S + T de (i) y (ii) 
iü) Ahora veremos que S n T = {0} 

sea P(x) e (S n T) => P(x) e S a P(x) e T 
=> ca 2 +P(x- 1) 2 =y(x +1) 2 =í> (a +p)x 2 -2px +p = yx 2 +2yx + y 
a + P = y 

de donde —2/7 = 2^ => a = p = y = 0 por lo tanto SnT= {0} 

P = y 


Luego como V= S + T y S n T = {0} entonces se tiene V = S © T 
Ejemplo.- Sea V = /? 3 es el espacio vectorial sobre R. 

U = {(x,y,z)&R- / x + 2y-z = Q} y W = {(x,.y,z) e R 3 / x-y = -3z} 
calcular dim (U n W) 


Solución 







Espacios f ectorialéf 


Un W = {(x,y,z) € V/x + 2y-z-0 a x y 3z í 


x + 2y-z = 0 
x - y + 3z = 0 


=> 3y = 4z => x = y-3z 
3x = 3y-9z = -5z => * = 


U n W = {(x,y,z) e V / 3y - 4z a x -5z} 

Calculando una base de U n W 

(x,y,z) g (U n W) =5 3y = 4z a 3 x = -5z 

4 5^ 

=> y — — Z A X 

-i j 


(*, y,o -(-1 í.ii.í) -1(-5. 4 ,3) 

Luego U n W » L{(-5,4,3» « ** 1« U n “ gCTerad ° P ° r( - 5 ' 4 ' 3 ’ ” 
que es l.i. 

Luego {(-5,4,3)} es un, base de U n W de donde din, (U n W) - 1 I 

Ejemplo.- Sea el espacio veelorial (f’.+M » W * « 2, -I) K}J 

. il rr R 2 tal aue R 2 = 
encontrar 1/ <£ n tai que a 

Solución 

Como W = {(2t,-t) /1 e R} = {t(2,-l) /1 e R} 

W = L{(2,-1)} => {(2,-D) es una base para W c R 

. , , n , ra R 2 v sea {(2,-1),(2,1)} definimos U = L{(2,1)| 

Completando dicha base para R y sea ti*» 

y R 2 = W®U 
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Ejemplo.- Sea el espacio vectorial (/?\+, /?,.) y 
W = {(x,y,z) e/?V3jr-j) + z = 0} 

a) Hallar una base para W. 

b) Encontrar un subespacio U de R } tal que R 2 = W ®U 

Solución 

a) W = {(x,y,z) e R 3 /3x-y + z = 0} 

Calculando una base para el subespacios de W. 

Sí (x,y,z) eW => 3x - y + z = 0 => y = 3x + z 
(x,y,z) = (x, 3x + z, z) = (x,3x.0) + (0,z,z) = x( 1,3,0) + z(0,l,l) 

Luego una base de W es {(1,3,0),(0,1,1)} 

b) Ahora completaremos la base {(1,3,0),(0,1,1)} de W a una base de R } y 
sea {(1,3,0),(0,1,1),(1,0,0)} definimos U = L{(1,0,0)} y R } =W®(J 

Ejemplo.- En el espacio vectorial (/? 2 r2 ,+,/?,.) consideremos 

W = {A eR 2x2 / T r (A) = 0} 


a) Hallar una base para W. 

b) Construir U subespacio de R lx2 tal que R 2x2 =W®U 

Solución 

a) Calculando una base para W 



Sí A e R 


=> A = 
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a \\ «fil r«M a l2 a n 0 + O «12 | + j O O 


a 2i a 22 J V a 2\ a w\ a nJ LO O J \_a 2 \ O 


10 0 1 0 0 


0-1 ‘*0 0 1 O 


10 0 1 0 0 

Luego W = L{ , , ¡de donde 

e *0-10010 


10 0 10 0 ■ 
{ , , í es una base de W y su dimensión es: dim W 

0-10010 


b) Se conoce que dim R 1 ' 1 = 4, luego completaremos la base de W con 
una matriz mas de R 2 * 2 , que sea linealmente independienl» 


'1 01 f0 ll f0 0] [~1 0 , , r- • 

, , , 1 es una base para R~ detimrem® 

* 0 -10 0 1 0 00 


U = L{ ^ ^ ¡ y se cumple que R 2x2 =W@U 


3.18. TEOREMA.- 

Sea V un espacio vectorial sobre k de dimensión finita, si W es un subespacB 
propio de V, entonces: 


dim(—) = dim V - dim W 
W 


Demostración 


Sean dim V = n y dim W = m, donde m < n 
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Consideremos {v¡, v 2 v m } una base para W, entonces por el teorema de 
complementación de bases, extenderemos dicha base para V, esto es 
existen v m+1 ,...,v„ elementos de V tal que {v 1 ,v 2 ,...,v m ,v m+1 ,...,v n } es una 
base para V. 

AFIRMACIÓN: {v m+1 + w,..., v„ + w} es una base de — prueba de la 

W 

afirmación. 

i) Que sea linealmente independiente. 

y 

Sea a m+ i(v m+ | + w) + ... + a n (v n + w) = 0+ w- w (w es el caso de —) 

W 

y 

( fl m + i v m + i +w) + ... + (a„v„ + w) = H’ (def. de (•) en —) 

w 

v 

=> (« m+ i v m + i +...+a„v n ) + w= w (def. de(+)en —) 

w 

=> “» + i v »,u +-+o„v„ eW de donde 

a m+ iv m+ i +... + a„v„ = a, V| +... + a m v m (por ser {v,, v 2 ,..., v m }) 

a¡v, +... + a m v m -a m+ ,v m+l = 0 entonces 

a \ = ••• = a m = a m + \ -■••• = a» = 0 puesto que {v,,..., v m , v m+1 .v„} es 

base de V y por lo tanto es linealmente independiente. 

Luego como a m+i =a n+2 =... = a„ =0 se tiene que {v m+1 ,...,v„} es 
linealmente independiente 

V 

ii) Que genera a — 




= ^ ' a¡ v¡ + w , puesto que w es el caso de — 

i=m+\ 

= (««+! v m+ i+w) + ... + (a B v ( ,+w) 

= «m + l(v m+ . +H’) + ... + a fl (v„ +>V) 

K 

entonces, para todo v + w e — , se tiene que 
v+H> = a m+ |(v m+l +w) + ... + a„(v n +w) 


Lue g 0 ^ = L{v m+1 + w',...,v„ +w} de (i) y (ii) la afirmación qu«4| 
probada 

V 

De la afirmación se tiene que: dim — = n — m = dim V — dim W 


I spacios Vectoriales 


211 


Ejemplo.- En el espacio vectorial ( R 4 ,+, R,.), consideremos los 
subespacios U = {(x,y,z,t) e R 4 ¡2x + y-z = /} y 

W - {(x,y,z,t) e R 4 / x-y + z = 0 a x-2 /} . 

Hallar: a) dim (U + W) 

TI , R 4 R 4 R 4 

b) Una base para —, —, --- 

U W UnW 

Solución 

a) Calculando dim U, dim W y dim (U n W) 

ParaU: Como U = {(x,y,z,t) e R 4 /2x + y-z = í} entonces 

(x,y,z,t) eU => 2x+y-z = tde donde se tiene 

(x,y,z,t) = (x,y,z,2x + y- z) = (x,0,0,2x) + (0,y,0,y) + (0,0,z,-z) 

= x( 1,0,0,2) + y(0,1,0,1) + 7(0,0,1,-1) 

Luego U=L {(1,0,0,2),(0,1,0,1 ),(0,0,1,-1)} de donde 

{(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1)} es una base de U => dim U = 3 

ParaW: Como W = {(x, y,z,t) e R 4 fx-y + z = 0 a x = 2 t} 

Sí (x,y,z,t) eW => x-y + z = 0 a x = 2t => y = x + z = 2t + z 

(x,y,z,t) = (2t,2t + z,z,t) = (2t,2t,0,t) + (0,z,z,0) = t(2,2,0,1) + z(0,1,1,0) 

Luego W = L{(2,2,0,1),(0,1,1,0)}, de donde {(2,2,0,1),(0,1,1,0)}, es una 
base para W => dim W = 2 


Para U n W: 
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UnW = {(x,y,z,t) e R 4 /2x + y-z = t a x-y + z = O a jr = 2í}Hi 

= {(x,y,z,t)e R 4 lx — t = 0 a y = z} 

si (x,y,z,t) e R 4 => (x,y,z,t) = (0,z,z,0) = z(0,1,1,0) 

Luego U n W = L)(0,1,1,0)}, de donde {(0,1,1,0)} es una bala 
deünW => diraUnW=l 

Como dim (U + W) = dim U + dim W - dim (UnW) = 3 + 2-l=4 j 
R 4 

b) Calculando una base para — 

W 

de la parte (a) se sabe que {(2,2,0,1),(0,1,1,0)} es una base para 
entonces el teorema de complementación de bases, existí» 

(1,0,0,0), (0,0,0,1) e/? 4 , tal que {(2,2,0,1 ),(0,1,1,0),(1,0,0,0),(0,0,0,1)) t*| i 
una base para R 4 . 

Luego por el teorema (3.18) {(1,0,0,0) + w, (0,0,0,1) + w} es una basa 

R 4 R 4 

para — y dim— = 2 
W W 

R 4 

Calculando una base para — de la parte (a) se sabe qu* | 

{(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1)} es una base para U, completando dichl | 
base para R 4 . 

Entonces por el teorema de completamiento de bases existe (0,1,1,1) e R 4 J 
tal que {(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1),(0,1,1,1)} es una base para 
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R 4 

Luego en virtud del teorema (2.18) {(0,1,1,1) + u} es una base para — y 
R 4 

dim(—) = 1 
U 

R 4 

Calculando una base para- 

UnW 

De la parte a) {(0,1,1,0)} es una base deünW 

Completaremos para una base de R 4 entonces 

{(0,1,1,0),(1,0,0,0),(1,1,0,0),(Ó,0,0,1)} base de R 4 entonces por el 
teorema (3.18.) se tiene: 



¿) Dados los subespacios U = {(x,y,z) e /? 3 /x + y-z = 0J y 
W = {(x,y,z) e R 4 /2x-3y + 4z = 0} de R } . 


a) Hallar UnW 


b) Probar que R 3 =U + W 
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Sean U = {(x,y,z,t) e R 4 / x + y = O ; z-t = 0} y 

IV = {(x,y,z,t)e R 4 /x-y-z + t = 0} subespacios de R 4 . 
a) Determinar U n W b) ¿U + W es suma directa? 

c) ¿U + W = R 4 ? Justifique 

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas sobre el campo R y sed 
U = {AeV/A = A'} conjunto de matrices simétricas y 
W = {A e VIA =-A 1 } conjunto de matrices antisimétricas, demuestre quetl 
V = u ® w 


Sean U, 


y W subespacios de (R } ,+,R,.), domi# 


U = {(x,y,z) e R / x + y + z = 0), 


V = {{x,y,z)zR 2 !x = y) 


W = {(0,0,z) / z e R}. 

a) Calcular U + V, U + WyV + W | 

b) Decir en cual de los tres casos anteriores de la parte (a) la suma es directa,! 

Dada la recta L x = {(x,y) e R 2 / y = 5x}, hallar otra recta L 2 tal qufl 
R 2 = ¿, ®L 2 . 

Dado el subespacio T = {(x,y,z) e V? 3 /2x-3y-2z = 0} de (R 3 ,+,/?,.), 
Hallar todos los subespacios S de R 3 tal que 5© T = R 3 . 

Determinar la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjunti 
de vectores. 

a) V = R 2 , k = R, v, = (2,4), v 2 = (0,3) 


© 


b) F = /?\k = R, v, =(1,3,V2), v 2 =(0,0,0), v 3 = (i,0,10) 

c) V = C 2 , k = C, v, = (i,0), v 2 = (0,/), i 2 = -1 

d) V = C 2 ,k = C, v,=(/,2), v 2 = (0,1 + 0 

e) F = C 2 , k = C, v, =(1+3/,0, v 2 =(2/-6,-2) 

Dado el espacio vectorial (R +,/?,.). Detenninar si los siguientes vectores 
son linealmente independiente: 

a) A= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} b) B= {(1,-1,0),(1,1,2), (1,0,1)} 

Probar que los vectores (-2,4) y (1,-2) son linealmente dependiente en 
(R\+,R,). 

Sean los vectores v, =(-1,0,2) y v 2 =(-1,2,4) en R 2 , determinar si los 
vectores v = (-1,1,3) y u = (1,2,2) son combinación lineal de v, y v 2 . 

Detenninar si el vector v = (1,2,3) es combinación lineal de la familia cuyos 
elementos son los vectores de R 2 . 

v 1 =(l,0,-l), v 2 =((U,-1), v 3 =0,1-2) 

¿Son los vectores v, = (1,1,2,4), v 2 = (2,-1,-5,2), v 3 =(1,-1,-4,0) y 
v 4 =(2,1,1,6) linealmente independiente en R 4 ? 

Sabiendo que los vectores V|, v 2 son linealmente independiente en (V,+, K,.). 
Demostrar que v, + v 2 y v 2 son linealmente independiente. 
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Sabiendo que v,,v 2 ,v 3 son vectores linealmente independiente del espaúB 
(V, +, k, .) averiguar la dependencia e independencia lineal de los siguient* 
conjuntos. 

a) {vi+av 2 +/>v 3 ,v 2 +cvj,v 3 } b) {v t , v 2 +av 3 ,v 3 +¿ 2 }, a,b,c e R 


© 

© 

© 


En un espacio vectorial V sobre k, sean vj,v 2 ,v 3 linealmente independiente; 
Determinar sí los siguientes conjuntos son linealmente independiente: 

a) {v, +v 2 -v 3 , v 2 + v 3 ,2 v | } b) {v t +2 v 2 +3v 3 ,2v 1 ,v 1 +2v 2 +3v 3 }« 

Dados los vectores (1,-4,6), (1,4,4) y (0,-4,x) del espacio R 3 sobre el cuerpl 
de los reales, determinar x para que sean linealmente independiente. 

Si los vectores u,v y w son linealmente independiente, entonces los vectore 
u + 2v - 3w, 2u + v - w, 3u + 5v - 6w son linealmente independiente. 

Si u, v y w son linealmente independiente. Demostrar que los vectores 
u + 2v + 3w, v - 2u - w, -v - w son linealmente dependiente. 


© 

© 

© 

© 


Si los vectores u + v, v + 2w, u - 3w son linealmente independiente, demostraM 
que los vectores 4u + 2v — 7w, 3v + 7w, w — u — v son linealmer^H 
independiente. 

Si u, v y w son vectores linealmente independiente en V mostrar que: 

i) u + v - 2w, u-v-w y u + w son linealmente independiente. 

ii) u + v - 3w, u + 3v - w y v + w son linealmente dependiente. 

Si los vectores u + v, v - w, u - 2v -3w son linealmente independiente, 
determinar como son los vectores 6u - 5v - 13w, 2v + 3w, 2u - v + w. 

Demostrar que si a, b y c son tres números reales distintos, entonces 
vectores (\,a,a 2 ),(\,b,b 2 ) y (l,c,c 2 ) de R 3 son linealmente independiente® 
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(¿5) Hallar los valores de x, para los cuales los vectores u = (x, 1 - x, x), 
v = (2x> 2x — 1, x + 2) y w = (-2x, x, -x) de V } son linealmente 
independiente. 



Demostrar que los vectores u, v y w de V 3 son linealmente independiente de 
Vj <=> [uvw] * 0 



Si u, v y w son vectores linealmente independiente de V 3 analizar la 
dependencia lineal de los vectores: 


a) u + v, u-v, uxv b) u + v, u + (uxv), v + (uxv) 

c) u, v, (u + v)x(u - v) d) u-v, v + w, u + w 

Dado el espacio vectorial (F,+,R,.) y consideremos f,g,h e F definidas como 
f(t) = sen t, g(t) = eos t y h(t) = t 2 , hallar los números reales tales que 
af + bg + ch = 0. 



Supongamos que u, v e V «on vectores linealmente independiente de V, 
probar que Wj = au + bv , w 2 = cu + dv son linealmente independiente, si y 
solo si ad - be * 0. 


(jo) En R 2 , (a,b); (c,d) son linealmente independiente si y solo si ad - be * 0. 

(<l) Dados los subespacion de /? 3 ; 5, = {(x,^,?)e R } /x = y + z}; 

S 2 = {(x,y,z) e R 2 /x + y = -zj ¿Cumple que R 1 = S, ® S 2 ? 

Rpta. No se cumple 

( 12 ) Considere los subespacios VyWc R } asi definidos V = {(x,x,x) / x € R¡; 
W = {(x,y,0) / x,y e R}. Demuestre que R 3 = V ® W . 
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* 

Dado u=(l,2) y v = (-1,2), sean F t y f 2 respectivamente las rectas que 

pasan por el origen en R y contienen u y v respectivamente. Demuestra 
que R 2 = F i ®F 2 . 


(55) Pruebe que el conjunto U de las matices triangulares inferiores y 


el conjunto 


de las matrices triangulares superiores son subespacios vectoriales de M(nxn), 
que M(nxn) = U + W y que no se cumple M(nxn) = U © W. 



Sea V un espacio de dimensión finita, si S c V es un subespacio. Probar que 
existe un subespacio U c V tal que V = S © U. 


Qó) Sea V = R 3 un espacio vectorial sobre k = R, Probar que u =(1,3,5); 
—► —> 

v=(2,-2,3), w = (3,2,-5) forma una base de R 3 . 

(37) Dado el espacio S = {(x,y,z) e R 3 íx = y = 3z} de R 3 . Hallar todos lo* 
subespacios T de R 3 , tal que S®T = R 3 

Detenninar el subespacio S de (R 3 ,+, /?,.) generado por los vectores (2,0,1) y 
(-1,0,1), hallar una base de S y su dimensión. 

@ Sea S = L{(1,0,1),(1,1,0)} y T = {(0,-1,1),(1,5,4)}. Verificar que R 3 es la 
suma de S y T, pero no es la suma directa de dichos subespacios. 

(40) Sea V = R 4 y v, = (1,2,0,3), v 2 = (1,4, 3,-1) , v 3 = (2,6,3,2) elementos de R* ,| 

definimos: 1P, = {ve R 4 /v = av, +bv 2 , a,be R} 

W 2 = {ve R 4 /v = a 3, ae R} 

i) Calcular W, r\W 2 


ii) De un vector de R 4 tal que no pertenezca a W¡ 
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(í?) Sí V = R 2 , W i ={(x,y)eR 2 I2x = 3y} 

W 2 ={(x,y)eR 2 /y = 0} 

Probar que: R 2 =W t ®W 2 

@ Si V = L{(l,l,-l),(2,l,-2),(l,2,-i)} y W = L{(l,0,-l),(3,2,-3)} 

Demostrar que V = W 

(• 3 ) Si S = {(x,y,z)eR 3 lx = y + z} y T = {(x,y,z) e R 3 13x-3y = -z} 
subespacios de R 3 . Hallar dim (S + T) 

(44) En R 4 , S = L{(1,1,0,-1),(1,2,3,0),(2,3,3,-1)}, T = L{(l,2,2,-2),(2,3,2,- 
3),(1,3,4,-3)} determinar: SnT y S + T¿existeS® T? ¿porqué? 

( 4 ^) Determinar el subespacio de (R 3 ,+, R,.) generado por los vectores 

v, =0-1,2), v 2 = (0,—1,1), v 3 = (1,1,0)''! 

(•6) Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores generan el mismo 

subespacio de R 1 . 

a) A = {(1,0,-1 ),(0,-2,1)}, B = {(1 ,-2,0),(2,-2,-1)} 

b) A = {(1,-1,1),(3,0,1)}, B= {(-2,-1,0),(5,-2,3)} 

(47) Determinar dos bases en cada uno de los siguientes espacios vectoriales de 
dimensión finita. 


a) V = {(x,y,z)e R 3 /x-y = 0} 

b) W = {[a ij ]eM 2x2 (R)/a n +a 22 =0} 
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@ Si V = L{(1,0),(2,2),(3,0)} calcular dim V. 

^9) Si V = ¿{(1,0),(-^,0),(3,0)J demostrar que dim V= 1 jl 

(SO) Dados los subespacios de (R 4 ,+,/?,.) S = {(x,y,z,w) e R 4 /x + y + z + w = (jl 

Y T = {(-*"> z, w) e i? 4 / x-y-z-w = 0} obtener la dimensión de S + T. 4 

(0 consideremos V = {(x,y,z) e /? 3 /2x-y + z =0} y 

S = {(*, y, z) e R 3 / x - 2y - z - 0}. Hallar: 





a) dim (V + U) 


b) dim (V n U) 


c) Una base de VnU 


Supongamos que U y W son subespacios de V y que dim U = 4, dim W = 5 $ 
dim V = 7. Hallar la posible dimensión deUnW. 

Si S=L{(2,5,-1,1 ),(2.1,11 ),(2,-1,2,-2)} y T=L{(3,4,1,-1 ),(3,5,1 ,-l),(1,2,1,-1)} j) 
Determinar S + T, S n T, dim (S + T) y dim (S n T) 


Dados los subespacios S = {(x,y,z,t) e R* /x-y = z-t} 

T = {(x,y,z,t)eR 4 /2x-y-3z = t} de R 4 , Hallar S + T, S n T, Susbaa 
y dimensiones. 


Consideremos en V 4 (R) los subespacios S = L{(2,2,-1,2),(1,1.1,-2),(0,0,2,-4)| 
y T = L{(2,-1,1,1 ),(-2,1,3,3),(3,-6,0,0)}. Hallar las bases de los subespaci 
S, T, S + T, S n T y sus respectivas dimensiones. 

Si S = L{(1,2,-1,-2),(3,1,1,1),(-1,0,1,-1)} y 
T = L{(2,5,-6,-5),(-l,2,-7,-3),(3,3,l,-2)}. Hallar S + T y S n T, bases y 
dimensiones. ¿Existe S © T? justifique 



© 




0 


W2) 


Demostrar que en k-espacio vectorial V, de dimensión n > 1, todo conjunto de 
n vectores v¡ , v 2 ,..., v„ son linealmente independiente sí y sólo sí generan a V. 

Sea V en k - espacio vectorial, Si u\,u 2 ,...,u n son vectores de V que son 
linealmente independiente tales que S = L{u¡, u 2 ,..., u r } y 
T = L{u r+ j,« r+2 ,..., u n } con r < n, demostrar que existe S © T 

Si S = L{(l,2,-l,-2),(3,1,1,1),(-1,0,1,-1)} y 

T = L(2,5,-6,-5),(-1,2-7,-3),(5,8,-5,-7)}. Demostrar que: 

a) SnT = T b) S + T = S 

Sea V el espacio vectorial de las matrices de orden qxq con entradas números 
reales W x = {A e VIA = A 1 } y W 2 = {A e VIA = -A'} donde A 1 denota 
la matriz transpuesta de A: 

a) Pruebe que W x , W 2 son subespacios vectoriales de V. 

b) Demuestre que V = W, + W 2 , y que fV¡ nW 2 = {0} 

c) Calcular dim W 2 

Sea M ixi (R) el espacio vectorial de las matrices 3x3 de componentes reales, 
definimos: 0 = {A = [ a¡j ] e M 3l3 ( R) / a¡j = -a,, } 

¿Es 0 un subespacio de M 3x3 (R)7 Justifiqúese 

En caso afirmativo, hallar una base de 0. 

Si V = L{u l ,u 2 ,u i ,.. .,!/„} y si u x es combinación lineal de «j.M,. ,i<„. 
demostrar que V = L{u 2 ,u i ,...,u n } 
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@ Si V = M 2x2 (R) , sobre k = R 


© 

© 

© 

© 






¿T es una base? 


Sea V = {[á iJ \eM 2x2 (R)la n +a 22 =0} 

[0 1] fO 0] 

U = { , )cF, ¿Ues una base? 

0 0 10 


Sea V = M 2x2 ( R) espacio vectorial de matrices cuadradas sobre R y sean 
W = {[a¡j] e M 2x2 (R)/ a„ + a x2 = 0} y 
W 2 ={[a¡j]eM 2 x 2 (R)/a u + a 2 , =0} 

■ / 

a) Demostrar que W x y W 2 son subespacios de V. 

b) Hallar la dimensión de fV¡, W 2 , W x +W 2 y IV¡ nfV 2 
Determinar si los vectores (1,1,1), (1,2,3), (2,-1,1) forman una base de R 3 
Probar que {(1,0,0),(1,1,0),(1,2,1)} es una base de R } . 



Demostrar que el conjunto de vectores m, = (1,1,1,1), u 2 =(1,-1,1,-1), 
m 3 =(1,2,3,4), h 4 = (1,0,2,0) generan R 4 . 

Sea S = {(*, y, z) e R 3 / 3x - y + z = 0} probar que S es un subespacio de R' , 
encontrar una base de S. 

Para los subespacios S y T de R 3 definida por: 

S = {(x,y,z)eR 4 !7>x + y-5z = 0} y T= {(x,y,z)e R i /x-y + 3z = 0) 
encontrar la dimensión de S + T. 
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0 Sí W = {(x,y,z)eR 4 /x + y + z= 0} 

a) Demostrar que W es un subespacio de R 3 . 

b) Hallar 2 vectores que generan a W. 

Probar que: /J 3 = R 1 +{/(l,—1,1)//e R] donde R 2 = {(x,y,0)/ x,y e R} 

Sean L x y L 2 dos rectas distintas que pasan por el origen en R 2 , probar que 
R 2 =¿, +L 2 

\ 

Probar que R 2 = +L 2 , donde ¿, = {/(l,l)/f e R }, L 2 = {/l(2,-l)//( e /?} 

^5) Sí L= {t(l,-l,1)/1 e R¡ y P = {(x,y,z)/x + y + z = 0}. 

a) Hallar LnP b) Probar que R 4 =L + P 

R6) En R , consideremos los subespacios U i = {(x, y,z)/x = y = z} , 
í/ 2 = {(x,y, 2 )/* + >■ + z = 0}. Demostrar que R } =U¡(BU 2 

I ^t) Encontrar una base para cada uno de las siguientes subespacios de R 3 . 

a) S = {(x,y,z) / 3x - 4y + z = 0} 

I b) S= {(x,y,z)/x + y-z = 0 a 2x-y + z = 0¡ 

[© Las soluciones de la ecuación homogénea x + y + z + t = 0 forma un 

subespacio vectorial, hallar uña base para este subespacio. 

U<*) Sí U = L{(1,2,0),(0,2,1)} y W = L{(0,0,2),(0,1,0)}. 

a) Encuentre una base para UnW 

b) Determinar la dimensión de U + W 
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Verifique que R 3 = U®H' , donde U={(x,y,0)/x,y eR| y W={(0,0,z)/z s Rf* 
Si 1/= {(x,y, z) g f? 3 / 2.r + 3y + r <= 0} y IV = {(x,y,z)e R 4 /x+2y-z = 0} 

a) Encuentre una base para UnW b) Determine dim (U + W)B 

/b = c} es un subespacio de R~' 2 , encuentre la 

dimensión de W. 

Sea V = R 3 y sea W el subespacio generado por (1,0,0) y sea U el subespaaB 
generado por (1,1,0) y (0,1,1). Demostrar que V es la suma directa de W y U. J 

Sea IV = {{x,y,zj)e R 4 /x +y + z + t = 0}, probar que los vectoré» 
{(2,0,0,-2),(2,0,-2,0),(8,-2,-4,-2)} forman una base de W. I 

Hallar la dimensión de (WnU)+(Vn T), sí: 

IV = {(x,y,z)eR 3 /2y~3z = 4x], U =» {(x,y,z) e R 3 I2x+2z = y) v 
T - {(x,y,z) e R 3 / x + 3y = 3z} 

Dados los subespacios vectoriales de R 3 

W = {(x,y,z)e R 3 /x + y = 0} y T = {(*,y,z) g R 3 ty-z = 0}. 

Hallar a) WuT, WnTyW + T 

b) Determinar cuales de los tres subconjuntos de (a) soitf 
subespacios vectoriales 

c) Comprobar si se verifica W © T = R 3 


Demuestre que W = { 
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(87) Dados los subespacios vectoriales de R 4 . 

w = {(jc,y,z,/)e 7? 4 Hx -y, 2z =/}, U = {( x,y,z,t ) eR 4 /x + y + z + t = 0 } 
T = {(x,y,z,t) e R 4 fx = y = z = t}, se pide 

a) Calcular los subespacios vectores de W + U, W + T, U + T 

b) Calcular los subespacios vectoriales deWnU, WnT, U n T 

c) Calcular las dimensiones de los subespacios de (a) y (b) 

(S) Hallar el subespacio vectorial W = L{v,u} de l? 4 donde v = (1,2,0,3) y 
u = (0,-1,2,1). ¿Para qué valor de a se verifica (2,a,-2,5) 6 W 

(ÍP)) Dado el subespacio vectorial de R 3 , W = {(x,y, z) e R 3 / x + y + z = 0} y el 
conjunto de vectores S= {(l,0,-l),(0,l,-l),(3,2,-5)} se pide: 

a) Comprobar que S es un sistema de generadores de W. 

b) Encontrar un subconjunto de S formado por dos vectores que sea también 
sistema de generadores de W. 

(jto) Dados los vectores v, = (1,2,0,0), v 2 = (1,2,3,4), v 3 = (3,6,0,0), se pide: 

a) Hallar el subespacio vectorial de ¿{v 1 , v 2 , v 3 } . 

b) Dar una base de dicho subespacio y su dimensión. 

(•M ) Dados los subespacios vectoriales de R 3 , W = L{( 1,0,1),(2,1,0)}, 
U = {(a,a + b,-a) g R 3 /a,b e R\ y T — {(.v,y, z) e R 3 I x = z. y = 0}, se pide: 

a) Estudiar si el vector v = (2,0,2) pertenece a algunos de estos subespacios. 

b) Dar una base de cada uno de ellos 

c) Calcular sus dimensiones. 


Eduardo Espinoza Ram<>\ 


Dados los subespacios vectoriales de R i 

W={(a,2a,a + b)/a,beR), T = {(x,y,z) £ /? 3 Ix = 0, y = 0} . Se pide , 

a) Hallar WnT y W + T 

b) Obtener una base para WnT y otra para W + T 

Dados los vectores v, =(1,2,1), v 2 =(0,1,1) y v 3 =(2,5,3) se pide: 

a) Estudiar si son linealmente dependientes o independientes 

b) Determinar el subespacio vectorial W generado por estos tres vectores. ■ 

c) Hallar una base y la dimensión de W. 

d) Determinar el subespacio vectorial L{v,,v 2 , v 3 ,m,} donde ¡/|=(l,3,2ffl 

e) Determinar el subespacio vectorial ¿{v,, v 2 , v 3 ,w 2 } donde u 2 =(0,l,0fl 

Dados los subespacios vectoriales de 2? 3 , W = {(x,_y, z) e R y /x = y, y - 2m 
T = {(4a,a+b,b-a) <= R* / a,b e R} se pide 

a) Calcular W n T y W + T 

b) Hallar una base y la dimensión siendo WnT y W + T 

Si S y T son dos subconjuntos de R 3 tales que dim S = 1, dim T = 2 y S mi 

es subconjunto de T. Demostrar que S®T - R . 

Sí S=L{(1,-1,0,2),(2,0,3,-1 ),(4,0,-2,1)} y T=L{(1 ,-l, 1,0),(2,2,-1,2),( 1 ,-5,4,-2)| 
Hallar S n T y S + T hallar la dimensión de S, T SnTyS + T 

Sea V = {A e M ix3 (R)/ A = A 1 }. Probar que dim V = 6 
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Determinar el subespacio S = L{(2,0,1),(1,0,-1)} de (R\+,R,.). Hallar una 
base S y su dimensión. 

Dado los subespacios de (/? 4 ,+,/?,.), S = L{(2,2,-1,2),(1,1,1,-2),(0,0,2-4)} y 
T = L {(2,-1,1,1 ),(-2,1,3,3),( 1 ,-2,0,0)}. Hallar una base de S, de T y de S + T, 
Hallar dim S, dim T, dim (S + T) y dim (S n T). 



Analizar si S — {(x,y,z, w) e R 4 /x-y = z a x + z = w\ es un subespacio 
de (R 4 ,+, R,.) en caso afirmativo. Hallar una base y su dimensión. 


!°D Obtener en 2? 4 , los subespacios generados de los conjuntos siguientes: 


A = {(1,1,0,-l),( 1,2,3,0),(2,3,3,-I)} y B = {(1,2,2,-2),(2,3,2,-3),( 1,3,4,-3)} 



Si S = {(x,y,z)eR i /x = y + z} y T = {(x,y,z) e R } /3x-3y = -z} . 
Hallar dim (T + S) 



Hallar un vector en /? 3 que genera la intersección de U y W donde U es el 
plano XY: U = {(a,b,0) / a,b e R{ y W es el espacio generado por los 
vectores (1,2,3) y (1,-1,1). 



Sea V = R 1 ' y sea W el subespacio generado por (1,0,0) y sea U el subespacio 
generado por (1,1,0) y (0,1,1). Demostrar que V es la suma directa de W y V. 



Sea V = {(x,y,z,t) eR 4 /x-y + z-t = 0} yU = {( x,y,z.t )€ I?/2x+y+2z+t =0}. 

Hallar la dimensión de los siguientes subespacios. U n V, U + V, —, —, 

U V 

v+u v+u 

U ’ VnU 


Rpta. 2,4, 1,1, 1,2 
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51 V = { (x, y, z) e R i /3x + 2 y + 5~ = 0}. Probar que R 3 =E@V 1 
Sea 0%/21 = {« + by/2 / a,b e /?}. Probar que dim[V2] = 2 

Dados los subespacios de R~ 5j= {(.v».y,z) e R i lx-2y + 3z = 0}, 

5 2 = {(x,.y,2) 6 /? 3 /x-y + z = 0] . Hallar d¡m(S, +S 2 ) Rpta. 3 

—> —> 

Sea V = R 2 un espacio vectorial sobre k = R, sea u =(a,b) y v =(c,d) 
vectores en V, tal que ad - be * 0, probar que u y v constituye una base de V. 



Sea K = {fl 0 +a,.- + a 2 cos2/ + a^ 3 '/a, e/f, /e/?J Probar que las funciones) 
y¡(/) = 2/ — 1, f 2 (t) = t + eos2t, f 2 (t) = 3 + e 3 ', f A (t) = -t + e i ' constituyen 
una base de V. 

Hallar las dimensión de (S¡ r\S 2 ) + (S¡ + S 4 ) si: 

S, ={(x,y,z)/2y-3z = -4x}, S 2 = {(x,y,z)/2x + 2z = y¡, 

5, ={(x,y > z)/x + 5z = Ay}, S A = {(x,y,z)l x + 3y = 3z) 

Rpta. 2 i 

Sean U, W y S subespacios de un espacio finito dimensional V tal que 
V = U + W + S. Probar que V = U © W © S, si y solo si: 
dim V = dim U + dim W + dim S. 
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CAPÍTULO IV 


|4. TRANSFORMACIONES LINEALES.- 

. En el presente capítulo expondremos el concepto de transformación lineal entre 
dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, las propiedades generales y 
los tipos especiales de transformaciones lineales, se introduce la estructura de 
Núcleo y de la imagen de una transformación lineal y se estudia la relación 
entre sus dimensiones, al fijar una base en cada espacio se determina la matriz 
asociada a una transformación lineal y finalmente se trata de los espacios 
vectoriales de las transformaciones lineales y el espacio dual de un espacio 
vectorial. 

[4.1. DEFINICIÓN.- 


Consideremos dos espacios vectoriales V y W sobre el cuerpo k, a la función 
T: V -> W, llamaremos una transformación lineal u homomorfismo sí y sólo sí 
cumple con las siguientes condiciones. 


¡) 


T(x + y) = T(x) + T(y), V x,y e V 


Es decir: Que la imagen de la suma de dos vectores de V es igual a la 
suma de sus imágenes en W. 


ü) 


T(A.x) = XT(x), V x e V, A. e k 


Es decir: Que la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector 
de V es igual al producto del escalar por la imagen de dicho vector en W. 
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Sea T: V —» W, una transformación lineal. 



Sean (V,+,k„) y (W,+,k,.) dos espacios vectoriales, la función T: V -» W es 
una transformación lineal sí y sólo sí 

T(ax + py) = aT(x) + pi(y), V a,p 6 k y V x,y e V 

Demostración 

Suponiendo que T: V -4 W es una transformación lineal entonces (i), (ii) son 
validos; como V es un espacio vectorial => ax, py e V, V a,pek y V x,y e Vj 

Entonces ax+pye V ahora por la parte (i) se tiene: T(ctx+Py) = T(ax)+ l (Py)j 

y por la parte (ii) se tiene: 

T(ax + py) = T(ax) + T(py) = aT(x) + pT(y), V x,y e R, V <x,p e k 
T(ax + Py) = aT(x) + PT(y) 
recíprocamente supongamos que: 

T(ax + Py) = aT(x) + pT(y), V a,p e k y V x,y e V 
Entonces como a,p e k => a = P = 1 
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Pues 1 e k => T( 1 .x + 1 .y) = T(x) + T(y) se verifica i) * 

Sí a = X, b = 0, X.,0 e k entonces T(A.x + O.y) = A.T(x) + O.T(y) = XT(x) 

T(A.x) = k se verifica (ii), por lo tanto T es una transformación lineal. 

Ejemplo.- Probar que I : V-> W (transformación identidad) tal que 
I(x) = x, V x e V es una transformación lineal. 

Solución 

i) I(ax + py) = ax + Py = al(x) + pi(y) 

I(ax + Py) = al(x) + pi(y), V x,y e V, a, p e k 
Por lo tanto I es una transformación lineal 

Ejemplo.- Determinar si la aplicación /: R 2 -»/? 3 definida por 
f(x,y) = (2x, -y, x) donde k = R es una transformación lineal. 

Solución 

0 /[(* 1 . y \) + ( * 2 . y 2 )] = /(* 1 , y\) + f(x 2 , y 2 ) por probar 

fl( x i>y¡) + ( x 2’y2 )J = f( x i +*2>yi +^ 2 ) 

= (2(x, +x 2 )-y¡ -y 2 ,x i +x 2 ) 

= ( 2^1 -y t ,x,) + (2x 2 -y 2 , x 2 ) 

= f( x \, y \) + f(x 2 , y 2 ) 

¡i) f(>.(x,y)) = A.f(x,y) por probar 


f(Mx,y)) = f(A.xAy) = (2>.x, -ky, kx) = k(2x, -y, x) = A.f(x,y) 
por lo tanto /: R 2 —> /? 3 es una transformación lineal. 
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Ejemplo.- Sea T : R* R y tal que T(x,y,z) = (x,2,z) 

¿T es una transformación lineal? 

Solución 

Sean (x t , y x , z,) e R 3 , (x 2 ,y 2 ,z 2 )e R' entonces 
(x l> y l ,z x ) + (x 2 ,y 2 ,z 2 ) = {x ] + x 2 ,_y, + y 2 ,z, + z 2 ) 

T[{x x ,y x ,z x ) + (x 2 ,y 2 ,z 2 )] = T(x x +x 2 ,y, + y 2 ,z x +z 2 ) 

= (x,+x 2 ,2,z,+z 2 ) ...(1) 

T(x,, y x , Z[) + T(x 2 , y 2 , z 2 ) = (x, ,2, z,) + (x 2 ,2, z 2 ) 

= (xj + x 2 ,4,z, +z 2 ) ...(2) i 

de (1) y (2) tenemos 

T[(x x ,y x ,z x ) + (x 2 ,y 2 ,z 2 )]*T{x x ,y x ,z x ) + T(x 2 ,y 2 ,z 2 ) 
por lo tanto T no es una transformación lineal. 

Ejemplo.- Sean los subespacios R n y R m , xeR ' un vector y A una 
matriz de R ,nxn , comprobar que la función T : R" —> R m 
definida por T(x) = Ax, A fijo, es una transformación lineal. 

Solución 

i) Probaremos que T(x + y) = T(x) + T(y), x,y e R" 

T(x + y) = A(x + y) = Ax + Ay = T(x) + T(y) 

T(x + y) = T(x) + T(y) 
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ii) Probaremos que T(A.x) = A.T(x), X e R, xe R” 

T(Xx) = A(3.x) = A.Ax = >.T(x) 

T(A,x) = A.T(x) 

por lo tanto de (i), (ii) T es una transformación lineal. 

Ejemplo.- Sea el espacio vectorial V = {f / f: R —> R continua} sobre el 
campo R, definimos: T : V->V tal que T(/(x))= f(t)dt 
Probar que T es una transformación lineal. 

Solución 

i) T(f(x) + g(x)) = T(f(x)) + T(g(x)), V f,g e V por probar 
T(f(x) + g(x)) = T({f + g)(x)) = £(/ + gXOdt 

= | (/(') + g(t))dt = J f(t)dt + J g(t)dt = T(ffx)) + T(g(x)) 

.-. T(f(x) + g(x)) = T(f(x)) + T(g(x)) 

ii) T(>.f(x)) = A.T(f(x)), VfeV y A. e R por probar 

r(A/(x)) = r((^/)(x))= [{Xf)(t)dt 

= £ Af(t)dt = A £ f(t)dt = AT(f(x)) 

T(W(x)) = M(f(x) 


por lo tanto de (i), (ii), T es una transformación lineal. 
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Ejemplo.- Consideremos V un espacio vectorial y f: V —» R, g : V —> R 
dos transformaciones lineales, sea F : V -> R 2 una aplicación 

tal que F(v)=(f(v), g(v)), V veV, demostrar que F es umt 
transformación lineal. 


Solución 

i) F(v + w) = F(v) + f(w), V v,w e V por demostrar: 

F(v + w) = (fjv + w), g(v + w)) 

= (f(v) + f(w), g(v) + g(w)) por ser f y g transformación 
= (f(v), g(v)) + (fjw), g(w)) = F(v) + F(w) 
por lo tanto F(v + w) = F(v) + F(w) 

ii) F(X.v) = LF(v), V v e V, X e R por demostrar 

F(Xv) = (f(>.v), g(A.v)) = (Af(v), A.g(v)) por ser f y g transformación 


= L(f(v), g(v)) = X F(v), por lo tanto F(Xv) = XF(v) 

Luego de (i) y (ii) F es una transformación lineal. 

Ejemplo.- Si T: R 2 —> R 2 es una transformación lineal tal que 
T(l»2) = (1,0,-1), T(2,l) = (2,1,-2) hallar T(x,y) 


Solución 


Expresaremos a (x, y) e R 2 como combinación lineal de (1,2) y (2,1) 

(x,y) = a(l,2)+p(2,l) ... (1) 

(x,y) = (a + 2p, 2a + P),. Por igualdad se tiene: 
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x = ct + 2p 
y = 2a + p 


2 y-x 


2x -y 


reemplazando en (1) 


(*,>0 = ^(1,2) + ^(2,l) 


T(x,y) = T[ y ^ * (1,2) + --*^ 1 (2,1)], T transformación lineal 


T ( 1 , 2 ) + 7 ’( 2 , 1 ) = ( 1 , 0 ,-!)+~~~ ( 2 , 1 > - 2 ) 


nx,y) = ¿^,0,-l^) + (l(2x-y),l^,-l{2x-y)) 


2y-x + 4x-2v n 2x-y 2y-x 2,„ / 2x-v 

= (—- 3 - ’ 0 + ~T L ~3 -J (2x ~ y )> = ~ 


T(x,y) = (x, - - } ,-x) 


Ejemplo.- Si F es una transformación lineal de R 2 en R 2 tal que 
F(0,-1,1) = (1,2), F(l,-1,0) = (3,4) y F(1,0,0) = (5,6). Hallar 
F(x,y,z) 

Solución 

Escribiremos a (x,y,z)e R y en combinación lineal de (0,-1,1), (1,-1,0) y 
(1,0,0) es decir: (x,y,z) = a(0,-1,1) + P(l,-1,0)+y( 1,0,0) ...(I) 


(x,y,z) = (P + y, - a - p, a), por igualdad tenemos 
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x = p + A ja = z 

y = -a-P => <p = -(y + z) reemplazando en (1) 
z = a [A = x + y + z 


(x,y,z) = z(0,-1,1) - (y + z)( 11,0) + (x + y + z)( 1,0,0) 
como F es una transformación lineal, entonces 


F(x,y,z) = F[z(0,-l,l) - )y + z)(l,-l,0) + (y + 2z)( 1,0,0)] 

= zF(0,-1,1) - (y + z)F( 1,-1,0) + (x + y + z)F( 1,0,0) 

= z( 1,2) - (y + z)(3,4) + (x + y + z)(5,6) 

= (z - 3y - 3z + 5x + 5y + 5z, 2z - 4y - 4z + 6x + 6y + 6z) 

= (5x + 2y + 3z, 6x + 2y + 4z) 

F(x,y,z) = (5x + 2y + 3z, 6x + 2y + 4z) 

Ejemplo.- Si V = M 2x2 (R) conjunto de las matrices de orden dos y sea 
T:M 2 x2 (R)-+R una aplicación tal que: T(A) = a n +a n 
donde Ae M 2x2 (R) ¿T es una transformación lineal? 

Solución 


Sean A,BeM 2x2 (R) 



i) T(A + B) = T(A) + T(B) por comprobar 




a u +¿>n 
a 2 ¡ +b 2 , 


a l2 +b, 2 
a 22 + b 22 


) - (a, i + ó, i) + (a 2 2 + ^22 ) 
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-(a,, +«22) + (^11 + ¿22) - T(A) + T(B) 

•*. T(A + B) = T(A) + T(B) 

¡i) T(A,A) = A.T(A), V A s M 2x2 (R) y A e R por probar 

nAA) = T(Á au a ' 2 l) = A Xa " Áa ' 2 ]) 

a 2 ¡ a 22 _ Aa 2 ¡ Aa 22 


— Aa\i + Aa 22 — A(a¡i + a 22 ) = AT(A) 

T(XA) = A,T(A) 

Por lo tanto de (i) y (ii) T es una transformación lineal. 

Í 4.4. PROPOSICIÓN. - 

Sean (V,+,k,.), (W,+,k,.) dos espacios vectoriales y T: V —> W una 
transformación lineal, se cumple las.siguientes afirmaciones. 
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ii) Supongamos que para n = h con h > 2 se cumple. 

h +1 h 

T (^T a¡ ,) = y a¡ T(v t ) 

i=t i=l 

h 

= a,v l ) + T(a h+l v A+ .,) pues T es transformación lineal, 

/=i 

h 

= Ya,T(v,) + 

a i,+\ de (ii) T transformación lineal 1 

/=i 

h +1 

a,T(v,), por lo tanto como se cumple para n = h + ■ 

¡=i 

h > 2 

entonces se cumple V n > 2 

b) T(9 V ) = T{6 V + 9 y ) = T(9 y ) + T(9 y ), T es transformación lineal 
T(9 V ) - T(9 V ) = T(9 V ) + T(9 V ) - T(0 V ) 

9 W = T(9 V ) + 9 W => T(9 V )-9 W 

c) T(-v + v) = T(-v) + T(v) por ser T transformación lineal 
T(9 v ) = nv) + T(-v) = 9 w 
n-v) = -T(v) + 9 w =-T(v) 

... T(-v) = -T(v) 
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4.5. CLASIFICACIÓN DE LAS TRANSFORMACIONES 
LINEALES.- _ 

Sean (V,+,k,.), (W,+,k„) dos espacios vectoriales y f: V -> W una 
transformación lineal es decir que se cumple (i) y (ii) en esta definición f no 
tiene ninguna condición salvo que solamente sea una función por lo tanto 
daremos los siguientes conceptos: 

fes un monomorfismo <=> fes inyectiva 
f es un epimorfismo <=> f es sobreyectiva 
fes isomorfismo o fes biyectiva 

Si V = W, entonces la transformación lineal f se llama endomorfismo y si esta 
es biyectiva entonces recibe el nombre de automorfismo, es decir un 
automorfismo es toda transformación lineal biyectiva de un espacio vectorial 
en sí mismo. 

Ejemplo.- Si f: R~ R 2 es una aplicación definida por 
f(x,y) = (x + y, x - y) ¿f es un automorfismo? 

Solución 

Para que f sea un automorfismo debemos probar que f sea una transformación 
lineal biyectiva 

a) f es una transformación jineal. 

«) fi{x { ,y i ) + {x 2 ,y 1 )) = +x 2 ,y¡ +y 2 ) 

= Oi +*2 + 7 i +*2 -y*-yi) 

= (x, +y ] ,x ] -y t ) + (x 2 +y 2 ,x 2 -y 2 ) 

= f(x [ ,y l ) + f(x 2 ,y 2 ) 
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ii) f(A.(x,y)) = f(A.x, ky) = (Xx + ky, kx - ky) = k(x + y, x - y) - A.fl(x,y) 
por lo tanto de (i) y (ii) f es una transformación lineal, 
b) f es ¡nyectiva 

Sean (X|,y, ),(A 2 ,y 2 ) e /? 2 , tal que 

f(x\>yi) = f(x 2 ,y 2 ) => (x i +y i ,x ] -y l ) = (x 2 +y 2 ,x 2 -y 2 ) 


íx l +y\=x 2 +y 2 ¡x l =x 2 

l x i ~yi =x 2 -y 2 \yi=y 2 

Luego /(x,,y,) = /(x 2 ,y 2 ) => (xr 1 ,y 1 ) = (A 2 ,y 2 ) 

Por lo tanto f es inyectiva. 

c) f es suryectiva 

V (x 2 ,y 2 )e R 2 , 3 (x^yrfeR 2 tal que /(a, ,y,) = (A 2 ,y 2 ) 
(a, + y,, a, - y,) = (a 2 , y 2 ) por igualdad se tiene: 

’ = x 2 +y 2 

ÍA,+y, =a 2 ^ I 1 2 

\x l -yi=y 2 L 

l *““2 ' 

a, + y 2 Aj - y 2 „ 

Luego V (A 2 ,y 2 ), 3 (x,,y r ) = ( ■ ,—-—) tal que: 


f(x i ,y l ) = f( 


x 2 +y 2 x 2 -y 2 ._.x 2 +y 2 


-y 2 x 2 +y 2 x 2 -y 2 . 


= (a 2 . y 2 ) > P° r 1° tanto f es sobreyectiva 


Luego de (a), (b) y (c) f es un automorfismo. 
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Ejemplo.- Sea f: R —> R 1 una transformación lineal definida por 
f(x,y) = (x + y, 0, x + y) ¿f es monomorfismo, epimorfismo? 

Solución 

F es monomorfismo si f es inyectiva 

Si x * y se tiene (x,y) * (y,x) sin embargo f(x,y) = f(y,x) 

Por lo tanto f no es inyectiva 

Por lo tanto f no es un monomorfismo 

f es un epimorfismo si f es sobreyectiva 

V (a, y, z) e R 2 tal que f(a,b) = (x,y,z) 

Luego para (3,1,2) e R 2 no existe (a, y) e R 2 / f(x,y) = (3,1,2) 

Por lo tanto f no es sobreyectiva con lo cual f no es un epimorfismo 

Ejemplo.- La aplicación /: R 2 —>/? 3 definida por: f(x,y,z) = (y,-x,z) 

¿f es un automorfismo en R 3 ? 

Solución 

Para que f sea automorfismo debe probarse que f sea una transformación lineal 
biyectiva. 

a) f es una transformación lineal. 

0 /((xi,yi,^i) + (x 2 ,y 2 ,z 2 )) = /(A 1 +A 2 ,y, + y 2 ,z, +z 2 ) 

= Oi +y 2 -x x ~x 2 ,z, +z 2 ) 

= (y, ,-a, , z,) +-(y 2 ,-x 2 , zj) 

- f( x \,y\,z l )+f(x 2 , y¡,z 2 ) 
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—— 

íi) f(Mx,y,z)) = f(A.x,Xy,A.z) = (A.y, -kx, kz) = Á.(y,-x,z) = kt\x,y,z) 
por lo tanto (i), (ii) f es una transformación lineal. 

b) f es inyectiva. 

Sean (*,, y,, z,), {x 2 ,y 2 , x 2 ) e ^> ta * Q ue /( x i>3'i< z i) = /( x 2 >>’ 2 < z 2 )| 
(y,-X|,Z,) = (y2 -^2> z 2) => x l =x 2 A yi = y2 A z l =Z 2 
Luego /(x 1 ,y 1 ,Z|) = /(x 2 ,>’ 2 > Z 2 ) => (^l»> , li z l) =: ( X 2 >>’ 2 - z 2 ) 
f es inyectiva 

c) f es sobreyectiva 

V (x,y,z)e/? 3 , 3(a,b,c)eR- tal que f(a,b,c) = (x,y,z) 

(b,-a,c) = (x,y,z) => b = x, a = -y, c = z 
Luego V (x, y, z) e R 3 , 3 (a,b,c) = (-y,x,z) tal que 
fl[a,b,c) = f(-y,x,z) = (x,y,z) 
f es sobreyectiva 

por lo tanto de (a), (b) y (c) f es automorfismo. 

4.6. PROPOS1CIÓN.- 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre k y T: V -> W un» 
transformación lineal, entonces sé cumple las siguientes afirmaciones. 

a ) T(V¡ ) = {T(a) e 1F / a e F,} es un subespacio de W para cualquier 
subespacio F, de V. 
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b) Si fV, es un subespacio de W entonces: 

T 1 (fV ,) = {a e F / T(a) e 1F,} es un subespacio de V. 

c) T es inyectiva o T(a) = d w => a = 6 V 

d) Si {v¡,v 2 ,...,v r } son linealmente independiente y T es inyectiva => 

{7’(V|),7’(v 2 7’(v r )} es linealmente independiente en W. 

Demostración 

a) i) Sea /?,, /?, e T(V ¡) => /?, + p 2 e T(V¡) por probar 

Sí /?, e T(V |) => 3 a, e F, / T(a i ) = p l 

/? 2 e7-(F,) => 3 a 2 e F, / T(a 2 ) = P 2 sumando 

r(a,) + 7’(a 2 ) = /?, +/? 2 

como T es una transformación lineal entonces 

T(a, +a 2 ) = ^a ,) + T(a 2 ) = P\+ P 2 , entonces 

T(a¡ +a 2 ) = P\ + P 2 y como a,,a 2 eV, y F, es un 
subespacio de V 

entonces a, +a 2 e F, => /?, + /? 2 e 7XF,) 

ii) Sea >. e k, p e HF,) => ^ p e T(F,) por probar 

Si P&T(V X ) => 3 aeF, tal que T(a) = P y como F, es 

subespacio de V A a e F, => T(A.a) = IT(a) = A.p 




T 1 (IF ,) es un subespacio de V. 
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c) =>) Supongamos que T es inyectiva (hipótesis) 

Supongamos T(a) = 9' y por otra parte T(9) = 9’ 

=> T(a) = T(0) => a = 0 

<=) Supongamos que T(a) = 9' => a = 0 

Supongamos que T(a) = T(P) => T{a) - T(ft) = 6' 

=> T(a - P) = 9' => a - P = 0 => a = p, a y P son cualquiera => T es 
inyectiva. 

r 

d) a i T(v¡) = 9’, como T es transformación 1 ineal 

i=i 


^a < r(v I .) = 7’(^ a r ( v í 


) = 9 ' y como T es inyectiva 


i=i 


<=i 


=> = 9 y como {v,, v 2 v r } son l.i. 

i=i 

=> a x =a 2 =... = a r =0 

por lo tanto {r(v,), r(v 2 ),..., 7’(v r )} es l.i. 

Ejemplo.- Si F: M 2x2 (R) -> R 2 f F( ° 12 ) = (a u +a 22 ,a 2l ) 

|_a 2] a 22 J 

¿F es transformación lineal? ¿F es inyectiva? 


Solución 
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a ll a 121 n ¿II ¿> 2 

i) Si a,fleM 2 x 2 (R) => ^ 


a u a, 2 + ¿11 ¿12 _ «ii + ¿ii «I2 + ¿I2 

a 2 \ « 22 _ .¿21 ¿ 22 . _« 2 I + ¿21 «22 + ¿22 


7’(a + /?) = ((a,i + ¿n) + («22 + ¿22>’«2I +¿2i) 

= (0|1 +a 2 2* a 2l) + (¿ll + ¿22’¿21 ) = ^(a) + 


ii) Sea k e R, a e A/ 2;t2 (rt) => Aa = 


¿«ii Aa n 
^^21 ^-^22 


T(^a) = (Aa,, + /to 22 , A«21) = ¿(«i 1 + «22 ’ «21) _ 1 T(a) 
Luego T es una transformación lineal. 

F es inyectiva sí F(a) = 9' => a = 0 

a n «12 1 _ J«i. fl i 2 \ 
• aeM 2 x 2 (R) => «= => F( „ _ > 


(au + a 22 ,a 2 [) - (0,0) 


a n + fl 22 =0 0)1 -“<*22 

. “2 A 


«21 =0 


«21 


Luego 


«11 «12 ^ ® 

«21 «22. .0 


F no es inyectiva. 


Ejemplo.- Sí F : R 4 -> R 6 tal que F(x¡ , x 2 ,x 3 , x 4 ) = (0, jc, ,0, x 2 , x 3 , x 4 ) 
¿F es una transformación lineal? ¿F es inyectiva? 


Solución 
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i) F[{x l ,x 2 ,x l ,x i ) + (y x ,y 2 i y it y^)\= F(x { + J' ) ,x^ + y 2 ,x 3 + y 3 ,x 4 + y 4 ) 

= (°’*1 +>'l.0,Jf 2 + >>2’*3 +>'3-^4 + ^ 4 ) 

— (0, x¡ ,0, x 2 , x 3 , x 4 ) + (0, y¡ ,0, y 2 , y 3 , y 4 ) 

— F(x¡,x 2 ,x 3 ,x 4 ) + F(y¡ , y 2 , y 3 ,y 4 ) 

ii) F(A(x¡, x 2 ,x 3 ,x A )) = AF(x¡ ,x 2 , ,r 3 ,x 4 ) por comprobar 

F(A(x¡ , x 2 ,x 3 ,x 4 )) = F(Ax ¡. Ax 2 , Ax 3 , Ax 4 ) = (0, Ax¡ ,0, Ax 2 ,Ax 3 ,Ax 4 ) 

= A(0. x | ,0,x 2 ,x 3 ,x 4 ) = AF(x, ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) 

Luego de (i) y (ii) F es una transformación lineal. 

F(x,y,z,w) = (0,0,0,0,0,0) => (x,y,z,w) = (0,0,0,0) 

F(x,y,z,w) = (0,x,0,y,z,w) = (0.0,0,0,0,0) => x = y = z=w = 0 

Luego F(x,y,z,w) = (0,0,0,0,0,0) => (x,y,z,w) = (0,0,0,0) entonces F es 
inyectiva. 

4.7. NÚCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACIÓN 
LINEAL.- _ 

a) DEFINICIÓN.- Sea T: V -* W una transformación lineal llamaremos 
núcleo de la transformación lineal T al conjunto 
denotado por “N(T)” y queda definido como: 

~Ñ(T) = { V eV/T(v) = 0 w } 

Es decir el núcleo de T es el conjunto formado por todos los elementos de 
V tales que sus imágenes mediante T es igual al elemento nulo de W. 
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El núcleo de toda transformación lineal es la pre-imagen del vector nulo 
del segundo espacio, es decir: 

por definición, un vector perteneciente a V es un elemento del núcleo si y 
sólo sí su imagen es el vector nulo de W. 

Ejemplo.- Determinar el núcleo de la transformación lineal /: R —> “ ■ 
tal que f(x,y,z) = (x - z, y - z) 

Solución 

N(f) = {(*, y,z) e R i / f(x, y, z) = (0,0)} 

como f(x,y,z) = (0,0) de donde (x - z, y - z) = (0,0) por igualdad se tiene: I 
x-z = 0 

=> x = z A y = z => x = y = z 

y-z = 0 

Luego N(f) = {(x,y,z)eR i /x = y = z} 

Representa una recta en R . 
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OBSERVACIÓN.- De la definición de núcleo de una transformación lineal 
f: V —> W observamos que N(f) c V 


También demostraremos que f(9 v ) = 6 W de donde 0 V e N(f) y de esto se 
tiene que el núcleo de toda transformación lineal f es no vacio. 

b) PROPOSICIÓN.- Sean (V,+,k,.) y (W,+,k,.) dos espacios vectoriales y 
f: V —> W una transformación lineal, demostrar que: 
(N(f),+,k,.) es un subespacio de (V,+,k„.) 

Demostración 

i) N(f) * <{> de la observación 

ii) Si x,y e N(f) => x + y e N(f) por probar 


ixeN(f) 

\yeN(f) 


f(x) = 
f(y) = o w 


sumando f(x) + f(y) = 0 W 


f(x + y) = 6 W por que f es transformación lineal 


=> x + y e N(f) definición de núcleo 
iii) ^ek,xe N(f) => X x e N(f) por probar 
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Sí x e N(f) => /(*) = 0 K => #(*) = 

=> /(/U) = puesto que f es transformación lineal 

=> X x e N(f) definición de núcleo. 

Por lo tanto N(f) es subespacio de V. 

c) DEFINICIÓN.- Sea T: V -> W una transformación lineal. Llamarcmo». 

imagen de la transformación lineal T al conjunto 
denotado por lm(T) que definiremos como: 



lm(T) 


Es decir: w g W es un elemento de la imagen de T, si existe v g V tal 
que T(v) = w esto quiere decir que la imagen de una transformación lineal 
es la totalidad de las imágenes de los vectores del primer espacio. 

OBSERVACIÓN.- Sabemos que T(G V ) = 9 W de donde 6 W e Im(7 ) lo qu# 
significa que Im(T) * <t>. 
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d) PROPOSICIÓN.- Sean (V,+,k,.) y (W,+,k,.) dos espacios vectoriales 
y f: V —> W una transformación lineal, demostrar 
que: (Im(f),+,k,.) es un subespacio de (W,+,k,.). 

Demostración 

i) lm(0 * <|> por la observación 

ii) Si u + v g Im(f) => u + v g Im(f) por probar 

Ík g Im(/) [3 xe V/f(x) = u 

|vGlm(/) [3 y eV / f(y) = v 

f(x) + fjy) = u + v, f transformación lineal 

f(x + y) = u+ v y x + y g V 

=> u + v g Im(f) definición de imagen 

iii) Sea X g k, u g Im(f) => Xu e Im(f) por probar 
Sí u g Im(f) 3 x g V / f(x) = u 

Xf(x) = Xu, por ser f transformación lineal 

fi(Xx) = Xu, X xg V, de donde X u g Im(f) por definición de Imagen. 
Por lo tanto (Im(f),+,k,.) es un subespacio de W. 

Ejemplo.- Sea /: R 2 -+ R } la transformación lineal definida por 
fl(x,y) = (x + y’ x-y,x + 2y). Hallar Iin(f) 

Solución 

lm(f) = {(x,y,z)eR i /3(a,h)eR 2 a /(a,¿>) = (x,y,z)} 

* 

fi(a,b) = (x,y,z) de donde (a + b, a - b, a + 2b) = (x,y,z) por igualdad se tiene: 
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a + b = x 
a-b = y 
a + 2 b = z 


2 a = x + y 
3 a = 2 v + z 



= ^ 3x + 3y = 4y + 2z => 3x-y-2z = 0 


Im(/) - {(x,y,z) e R } /3x-y- 2 z - 0} 



Sean (V,+,k,.), (W,+,k,.) espacios vectoriales y T : V —> W una transformación 
lineal, se cumple:' 


a) 

b) 

c) 


T es inyectiva jV(T’) = {0 V } 

, : *.*j • "• , í, , t 

Sea fv,, v 2 v n } un conjunto lihealmente dependiente en V, entonce» 
{^v,), T{y 2 ),.:.,T(y n )}. es linealmente dependiente en W. 

Si {v 1 ,y 2 ,.. ,v ÍI } son vectores de V tales que {7’(v,), T(v 2 ),...,T(v n )} son 




linealmente independiente en W-, entonces {v,, v 2 ,...,v„} son linealmente 


independiente. 


d) Si {v t , v 2 ,...,v„} es un conjunto linealmente independiente y T es una 
transformación lineal inyectiva, entonces {r(v,),7\v 2 7Xv„)} e» 
linealmente independiente de W. 

Demostración 

a) =>) Asumiendo que T es inyectiva probaremos que N(T) = \9 V } se debe 
cumplir que {9 V } c: N(T) 
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9 V e N => {9 V } <z N , ahora falta probar que N c {9 V .} 
sea x e N(T) => T(x) = 9 W = T(9 V ) => x = 9 y 
=* tejí,) => N(T)c{9 v } 

N(T) = {9 v ) 

<=) Por demostrar que T es inyectiva. 

Es decir: sí T(x) = T(y) => x = y 

F(x) = F(y) => T(x)-T(y) = 8 w => T(x-y) = 9 w 

=> x-yeN(T) => x-y-9 v => x = y 

b) Como {v,,v 2 ,...,v„} es linealmente dependiente => 3 i tal que 

n 

= 9 V a a,* 0, aplicando T (transformación lineal) se tiene: 
¡=i 

n n 

T^a M) a a¡ * 0 => y «,T(v,) = 9 W a a¡ * 0 

i=l í=! 

entonces {7Xv,), 7’(v 2 T(v n )} son linealmente dependiente en W. 

c) Consideremos una combinación lineal en V. 

n 

^ ’ a i v¡ =9 V por demostrar que a, =a 2 =... = a n =0 
i=i 

n 

aplicando la transformación lineal T se tiene: 7~( ^ ' a¡v¡ ) = T(9 V ) = 9 W 

i=i 
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^ a i T(v i ) = 0 w como T(y x T(v n ) son linealmente independiente ! 

/=i 

entonces {v,, v 2 v„} son linealmente independiente, 
d) Consideremos una combinación lineal en W. 

n 

a, T(v i ) = 0 W , aplicando Transformación Lineal 

i=i 

n n 

r ( 5> = ^ => £>, €jV ( 7 ’) 

i=l i=l 

como T es inyectiva por la parte (a) se tiene: 

n 

^^a,v ( =0 v => a¡ =0, Vi=l,2,...,n 

í=i 

por ser V|,v 2 ,...,v n linealmente independiente por lo tanto 
{r(v,), T(v 2 ),..., 7\v n )} es linealmente independiente. 

Ejemplo.- Sea T : R 2 -> R 2 una transformación lineal, probar que: 

Tes inyectiva o T( 1,0) y T(0,1) es linealmente independiente. 

Solución 

—> ) x es inyectiva => T(1,0) y T(0,1) son linealmente independiento 
consideremos la combinación lineal en R . 


como T es una transformación lineal entonces: 

T[a( 1,0) + P(0,1)] = (0,0) => T(a,p) = (0,0), como T es inyectiva 

=> (a,P) = (0,0) => a = P = 0 
por lo tanto T(1,0) y T(0,1) son linealmente independiente. 

4,9. DIMENSIONES DEL NÚCLEO Y DE LA IMAGEN.- 

TEOREMA.- Sea (V,+,k,.) un espacio vectorial de dimensiones finita y 
f: V -» W una transformación lineal entonces: 

dim V = dim N(f) + dim Im(f) 

Demostración 

1ro. Suponiendo que Im(f) = {0} => dimlm(0 = 0, de donde se tiene: 
dim(v) = dim N(f) 

2do. Suponiendo que lm(f) ^ {0} y como V tiene dimensión finita entonces 
lm(f) tiene dimensión finita, es decir que: 

si{W|,w’ 2 ,...,M' r }es un conjunto linealmente independiente en Im(f), entonces 

existe un conjunto linealmente independiente en V={vi,v 2 ,...,v r } tal que 

/(vi) = w,, i= l,2,...,r 

3ro. Si N(f) * {& v }, asumimos que {u x ,u 2 ,...,u p } es una base de N(f), 
ahora debe probar que {V|,v 2 ,...,v r ,M|,« 2 ,...,M / ,} es una base de V 
donde dim V = r + p y dim Im(f) = r y dim N(f) = p 

i) Si {v I ,v 2 ,...,v r ,M 1 ,M 2 ,...,n / ,} genera a V => existe escalares 
x\,x 2 ,...,x r ,y- [ ,y 2 ,...,y p únicos tales que V v e V es combinación 
lineal de {v,, v 2> ..., v r ,u,,n 2 es decir: 


aT( 1,0) + pT(0,1) = (0,0) => a = P = 0 por probar 
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v = jr,v, +x 2 v 2 +... + x r v r +y lUl +...+y p u p 

Si v € V => fl[v) e Im(f) => existen escalares 

x { , x 2 x r tal que /(v) = x x w x +x 2 w 2 + ... + x r w r 

por que w,, w 2 w r es una base de la lm(f) como /(v,) = w,, 

Vi = l,2,...,r, entonces: 

f(v) = x l f(v i ) + x 2 f(v 2 ) + ...+x r f(v r ) 

= /(.v, v, +x 2 v 2 +... + x r v r } por que f es transformación lineal 
/(v)-/(x,v, +x 2 v 2 +... + x r v r ) = 0 

/(v - X|V, - x 2 v 2 -... - x r v r ) = 0 por que f es transformación lineal. 

=> v-jc, v, -x 2 v 2 -,..-x r v r e N(f), definición de N(f) 

Luego {v-x,V| -x 2 v 2 -,..-x r v r } es combinación lineal de 
{u\,u 2 ,...,u p ] porque es base de N(0 es decir existen y\,yi,---,y p tal 
que: v-X|V, -x 2 v 2 -...-x r v r = y\U t +y 2 u 2 +...+y p u p , de donde se 
tiene: v = x 1 v 1 +x 2 v 2 +... + x r v r +y¡Ui +... + y p u p 

por lo tanto {V], v 2 ,...,v r ,u¡ . u p } genera a V. 

¡0 Ahora probaremos que {v,,v 2 ,..., v r ,«,es linealmentc 
independiente 

*\V\ +* 2 V 2 +- + x r v r +y l u ] +... + y p u p = 0 V 

f{x i v, +x 2 v 2 +... + x r v r +y l u ] +... + y p u p ) = f( 0 v ) 
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*i/(V|) + ... + x r f(v r ) + + y 2 u 2 ••• + y p “ p ) = 0 W 

x,w, +...+x,w, +f(y x u l +y 2 u 2 ...+y p u p ) = 0 w 
como {w x ,w 2 ,...,w r } es una base de Im(f) 

=> Xj = x 2 = ... = x r = 0 de donde 

f(y x u l +y 2 u 2 +... + y p u p ) = 0 w => y ] u x +y 2 u 2 +... + y p u p eN(f) 
ycomo {u\,u 2 ,...,u p } es una base de N(f) => y¡ = y 2 =... = y p = 0 
por lo tanto x { = x 2 = ... = x r = y x =... = y p = 0 de donde 
{v,, v 2 v r , u x ,..., u p } es linealmente independiente en consecuencia 
{v,, v 2 ,..., v r , m j, u 2 ,...,u p } es una base de V. 

4to. del paso 3ro. se tiene que: dim V= r + p y como dim Im(f)=r y 
dim N(f)= p 

dim V = dim N(f) + dim Im(f) 

Ejemplo.- Dado T : 4 —> R' tal que: 

T(x,y,z,w) = (x - y + 2z + 3w, y + 4z + 3w, x + 6z + 6w) 

a) Probar que T es una transformación Lineal 

b) Hallar N(T), lm(T) y dim(N(T)), dim (Im(T)) 

Solución 

a) Sea x = (x x ,x 2 ,x 2 ,x A ), y = (y x ,y 2 ,y 2 ^yi) 
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*+.y = (*i +y\'*2 +y 2> x i +y ¡’ x 4 +.V4) 

por probar: T(x + y) = T(x) + T(y) 

i) T(x+y) = T(x x +y u x 2 +y 2 ,x 3 + y 3 ,x 4 + y 4 ) 

= (x, + y x -x 2 -y 2 + 2a-, + 2y 3 + 3x 4 + 3y 4 , 

x 2 + y 2 + 4 *3 + 4y 3 + 3x 4 + 3y 4 , x, + y, + 6x 3 + 6y 3 + 6x 4 + 6y 4 ) 
= (X| - x 2 + 2x 3 + 3x 4 , x 2 + 4 x 3 + 3x 4 , x x + 6x 3 + 6x 4 ) + 

+0>i ~yi +2y 3 +3y 4 ,y 2 +4y 3 +3y 4 ,y| +6y 3 + 6y 4 ) 

= T(x) + T(y) 

ii) A. e R, x e R 4 , T(Ax) = AT(x) por probar 
T(Ax) = TA(x i ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) = T(Ax l ,Ax 2 ,Ax 3 ,Ax 4 ) 

= (Ax { - Ax 2 + 2Ax 3 + 3Ax 4 , Ax 2 + 4Ax 3 + 3Ax 4 , Ax x + 6Ax 3 + 6 Ax 4 ) 
= A(x x - x 2 + 2x 3 + 3x 4 , x 2 + 4x 3 + 3x 4 , x x + 6x 3 + 6x 4 ) = AT(x) 
por lo tanto T : R 4 -> R 3 es una transformación lineal 
b) Calculando N(T) = núcleo de la transformación 
N{T) = {(x,y,z,w) e R 4 /T(x,y,z,w) = (0,0,0)} 

T(x,y,z,w)=(0,0,0), de donde se tiene: 

(x - y + 2z + 3w, y + 4z + 3w, x + 6z + 6w) = (0,0,0) 


por igualdad se tiene: 
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x-y + 2z + 3>v = 0 
y + 4z + 3w = 0 
x + 6z + 6w = 0 


x + 6z + 6w = 0 
y + 4z + 3 h’ = 0 


x = -6z - 6 w 
y = -4z - 3 w 


si (x,y,z,w) e N(T) (x,y,z,w) = (-6z - 6w, -4z - 3w, z, w) 
(x,y,z,w) = (-6z,-4z,z,0) + (-6w,-3w,0,w) = z(-6,-4,l,0) + w(-6,-3,0,l) 
Luego N(T) = L{(-6,-4,1,0), (-6,-3,0,1)} 
de donde una base de N(T) es {(-6,-4,1,0), (-6,-3,0,1)} 


de donde dim(N(T)) = 2 


¡ 7 V 


Calculando lm(T) = imagen de la transformación 

Im(7’) = {(x,y,z) e R */3 (a,b,c,d) e R 4 a T(a,b,c,d) = (x,y,z)} 

T(a,b,c,d) = (x,y,z) => (a - b + 2c + 3d, b + 4c + 3d, a + 6c + 6d) = (x,y,z) 

a-b + 2 c + 3d = x . 

\ ay 6 c + 6 d = x + y 

por igualdad <b + 4c + 3d = y =>s , => x + y - z 

[a + 6 c + 6 d = z 

a + 6 c + 6 d = z 

r 

Im(jT) = {(x, y, z) s /x + y = z}, calculando una base para Im (T) 

--« \ 

si (x,y,z) e lm(T) => z = x + y, reemplazando 

•'fcry 

(x,y,z) = (x,y,x + y) = (x,0,x) + (0,y,y) ~ x( 1,0,1) + y(0,1,1) luego 
Im(T) = L {(1,0,1), (0,1,1)} de donde una base para Im(T) es 


{(1,0,1), (0,1,1)} => dim(Im(T)) = 2 
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4.10. TEOREMA FUNDAMENTAL 

__TRANSFORMACIONES LINEALES.- 


Sean (V,+,k,.)y (W,+,k,.) dos espacios vectoriales y {v,, v 2 v„} una base de 
V, Si {w,, w 2 w „} un conjunto cualquiera de vectores de W, entonces existe 
una única transformación lineal T: V -> W tal que T(v¡) = w, , Vi = 1,2,...,n I 


Demostración 


i) Existencia 


Sea v € V => v se puede expresar de una única forma como 


n 

v = 2^ a ¡ v ¡ • vi= 1-2.n, a¡ek como {v,, v 2 v„} es base de V. 

/=! 

n 

Definimos T: VW como T(v) = ^ a |W , 


Afirmamos: que T es una transformación lineal. En efecto: 

Sean u,v e V y a,b e k probaremos que: T(au + bv) = aT(u) + bT(v) 


Como 


n 

/=1 

n 

V = 2/' V ' 


n n n n 

T(au + bv) = T(a) a ¡V/ + b¡v¡) aa¡ )v, + ^ (bb, )v,) 



=a^\ i w j +b^Jb l w i =aT(u)+bT(v) 

(=i ¡=i 

por lo tanto T(au + bv) = aT(u) + bT(v) 
ii) Unicidad: 

n 

Sea V: V -> W otra transformación lineal tal que T\v) = a¡ w¡ 

i=i 

Mostraremos que T = T 

n 

Sea v e V, T '(v) = a, w : por definición de V 

i=i 

= T(v) por definición de T 
Luego T'(v) = T(v), VveV entonces T'-T 
Luego de i) y ii) queda demostrado. 

Ejemplos.- Sea /: R i ->/? 2 una transformación lineal definida de tal 
manera que a los elementos de la base {(1,1,0),(1,2,1),(0,1,3)} en 
R } le hace corresponder los vectores (1,3), (5,1) y (0,1) respectivamente. 

i) Hallar la imagen de un vector cualquiera de R 3 

ii) Hallar la imagen de (3,-1,5) y N(f) 

Solución 
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i) A la tema (x,y,z)eR i expresaremos en combinación lineal de lo» 
elementos de la base {(1,1,0),(1,2,1),(0,1,3)} 


(x,y,z) = a( 1,1,0) + P(l,2,l) + Y (0,1,3) = (a + p, a + 2p + y, p + 3y) 


x = a + p 

por igualdad ■ y = a + 2[i + y => P = 
z = P + 3y 

r= 


5x-3 y + z 
2 

3y-z-3x 
2 ~~ 
x-y + z 
2 


(x, y,z) = ——— (1.1» 0) + ——^—— (1,2,1) + — Y~~~ (0> 1> 3) I 

como f(l,l,0) = (1,3), f(l,2,l) = (5,1), f(0,l,3) = (0,1) 
como f es una transformación lineal 

/(x, y, z) = 5 x ~ 3 2 > '- /(l, 1,0) + 3y ~ Z 2 - 3x . /(1,2,1 )+m 1,3) 

= fililí f(\, 3) + 3y ~ Z 2 ~ - (5,1) + pp (0, 1) 1 

5x-3y + z + 15y-5z-15x 15x-9y + 3z + 3,y-z-3x + x3y + z ! 
=( - ’ 2 1 


,, . „ 13x-7y + 3z 

= (6 y -Sx-2 z,---) 


/(x, y, z) = (6 y - 5x - 2z, 13jt p 3¿ ) 


ii) Calculando /(3,-l,5) = (-31,---) 
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W(/) = {(x, y, z) e 3 / /(x, y, z) = (0,0)} 
como f(x,y,z) = (0,0) de donde se tiene: 


. 13x-7y + 3z, 

(6>>-5x-2z,-j-) = (0,0) por igualdad 


6 y - 5x - 2z = 0 
\3x-ly + 3z = 0 


1 lx + 4y = 0 
6y-5x 

z =- 

2 


11 

43 

z =-x 

4 


(x,y,z) e N(f) => (x,y,z) = (x,- — x,- — x) 

4 4 

, , „ H 43, 

(x, y,z) = x(l,-— -) 

4 4 


Luego //(/) = ¿{(l.-ii-p 
4 4 


Ejemplo.- SeaF = A/, 2 (/f) y IV = R } y { 1 ° , 1 1 11 1 'l 

L° °J L° °J L 1 oj’L 1 ij 

una base de V en W consideremos los vectores H’, =(2,1,1), 
w 2 = (2,1,1), w 3 =(0,0,0), w 4 = (-1,0,1). Hallar la 

transformación lineal. 

Solución 


Sea aeM 2x2 (,R) => a = ‘ entonces 

_ a 2l a 22. 


d\\ U|2 10 11 11 11 

—o +b +c +d 

1 a 22 0 0 00 10 11 
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_«21 «22 J L C + d 

a,, = a+b + c + d 
a n =b+c+d 
a 2 1 = c + d 
¿2 22 “ d 


a ,, a,,] fa + ¿ + c + c/ b + c + d 


« “ «11 — «12 
b = «12 ~ «21 

C — ü-y\ — a~n 


«ii «j-,1 ri [i i ii ii 

“*L a¿J- (fl "-^>[o oJ +( “ ,! "‘ , ” ) Lo oj +<02 ‘ lfH I 


7 ’(£*) = («u — tj| 2 ) 7 '(ür| ) + (a 12 -«2i)^( £í 2) + («2i ~«22 )^( a 3 ) + «22 ^(« 4 ) 
r(a) = («,, - a,2 )(2,1,1) + (fl 12 -«21 K 2 . 1 . 1 ) + («21 - «22 X 0 . 0 . 0 ) + «22(-1,0,1) 
r(a) = (2a n - 2 a21 -« 2 2>«n ~«2i-«ii ~«2i +«22) 

Ejemplo.- Hallar la transformación lineal /: R 3 -> R~ que asigna a lo* 
vectores de la base {( 1 , 1 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 ),( 1 , 0 , 0 )} en , los vectores 
déla base {(1,2).( 1,2),(-1,1)} en R 2 respectivamente. 

Solución 

Determinaremos la imagen de un vector genérico (x,y,z) e R y para esto 
expresaremos a (x,y,z) como combinación lineal de la base dada 

‘ 

(x,y,z) = a(l,l,l) + (3(1,1,0) + y( 1,0,0) = (a + (3 + y, a + p, a), por igualdad 


x = a + fl + y 
y >= a + P 


P = y-z 
y = x-y 
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(x,y,z) = z( 1,1,1) + (y - z)( 1,1,0) + (x - y)( 1,0,0) 
f(x,y,z) = z f( 1,1,1) + (y - z) f( 1,1,0) + (x - y) f( 1,0,0) 

= z(l,2) + (y - z)(l,2) + (x - yX-1,1) 

= (z + y - z -x + y, 2z + 2y - 2z + x - y) 
f(x,y,z) = (-x + 2y, x + y) 

OBSERVACION.- Rotación de un Vector (x,y) de M 2 

Si rotamos un vector de posición OP = (x,y) en sentido antihorario hasta 

tomar la posición OP' = (x',y') (ver gráfico) genera el ángulo 9, afirmamos 
que esta rotación define una transformación lineal. 

En efecto: 

Las coordenadas de (,r,y) e R 2 son: 



De la ecuación (2) se tiene: 

x' = r cos(6 + a) = r[cos& eos a-sen & sen a ] 


= r eos a eos 0 - r sen a sen 0 = x eos 0 - y sen 0 
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v' = r sen(0 + a) = r[sen a eos 0 + eos a sen 0 ] 

= r sen a eos 0 + r eos a sen 0 = y eos 0 + x sen 0 
Luego = (x eos 0-y sen 0, y eos 0 + x sen 0) 


{x',ñ = 


cos0 -sen0 "|fx 


sen0 cos0 


La ecuación (3) define una transformación lineal de R 2 en , y que puedo 
ser expresado del modo siguiente. 


T(x,y) = 


cos0 -sen0 
sen 0 eos 0 


T(v) = A„.v 




Siendo v(x,y); A e = 


eos 0 -sen 0 
sen 0 eos 0 


Donde A g es la matriz asociada a la transformaron de T 

4.11. COORDENADAS O COMPONENTES DE UN VECTOR. 1 1 

Consideremos únicamente espacios vectoriales de base finita, donde para ésto 
caso a una base {v,,v 2 ,..., v„ ¡ del espacio vectorial (V,+,k,.) denotaremos con 

el símbolo [v] = {v,, v 2 v„} 

Si {Vj, v 2 v n } es una base de (V,+,k,.) entonces a cada vector x e V se 
expresa en combinación lineal de la base, es decir que existen y son únicos los 
escalares tal que 


x = X|V, +x 2 v 2 + ... + x„v n = > x¡v¡ 
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respecto de la base dada, el vector v e V queda caracterizado por los 
coeficientes de la combinación lineal o sea por los elementos x x ,x 2 ,-..,x n , 
luego a los coeficientes x i ,x 1 ,...,x n se llaman coordenadas o componentes del 
vector x e V respecto de la base dada, si se elige otra base del espacio V, 
entonces el mismo vector x e V admite otras coordenadas o componentes 
x[,x 2 ,...,x¡,. 

Dada la base [H = {v,, v 2 ,..„ v„} del espacio (V,+,k,.) podemos expresar a 
cada vector x e V como una matriz columna, cuyos elementos sean las 
coordenadas de x respecto de la base [V] y a ésto escribiremos así: 



Ejemplo.- Hallar las coordenadas de x = (-2,3) perteneciente a (/? 2 ,+, R,.) 
respecto de las bases 

i) [V] = {(1,1),(1,0)} 10 [W] = {(-2,3),(1,2)} 

Solución 

i) A las coordenadas de x = (-2,3) expresamos en combinación lineal de [V], 

(-2,3) = a(l,l) + P(1,0) = (a + p, a) por igualdad 

í -2 = a + p a = 3 

[3 = « ^ /? = ~5 
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ii) A las coordenadas de x = (-2,3) expresamos en combinación lineal de [W| 
(-2,3) = a(-2,3) + p( 1,2) = (-2a + p, 3a + 2P) por igualdad 

f—2 = —2 a + p ja = 1 

]3 = 3a + 2/9 ^ [/? = 0 



Consideremos una transformación lineal f : V —> W entre los espacios V y MI 
de dimensiones finitas dim V = n, dim W = m. 


Consideremos una base en cada espacio vectorial 

[F] = {v,,v 2 ,...,v„} una base de V; [W] = {w,,w 2 ,..„ w„} una base de W. I 

Si x e V entonces existen escalares a¡, a 2 . a„ únicos tal que 

x = a¡v¡ +a 2 v 2 +... + ff„v„ 


y por (4.11.) las coordenadas de x respecto a la base [V] es: 
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Si la imagen de x e V es y e W, se tiene: y = f(x) 


como y e W entonces se puede expresar de modo único como combinación 
lineal de la base [W] o sea: y = a\w¡ + a\w 2 +... + a { m w m 


donde los escalares a\ , a 2 ,...,arj w son las coordenadas de la imagen de x 
respecto de la base [W], 



ahora por el teorema fundamental de las transformaciones lineales, f queda 
caracterizado unívocamente por los valores que toma cualquiera de la base de 
V, es decir: 

m 

f(Vj)=/ t a ¡jWj , j = l,2,...,n 

i=t 

Enseguida asignamos a cada escalar a¡j un doble subíndice; el primero, 

asociado a cada vector de la base {w^w 2 ,...,w m } , y el segundo, en 
correspondencia con el vector de la base [V], 

/( v i) = °i i w ’i + a 2] w 2 +... + a ml w m 
/(v 2 ) = a ¡2 w, + a 22 w 2 +... + a m2 w m 
/(v 3 ) = a 13 H-, + a 23 w' 2 + — + a mi w m 


/(V„ ) = W, +a 2 n w 2 +... + a mn w m 


Luego 
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Los n.m escalares a ¡, que están en las combinaciones de los vectores que son 

imágenes de los elementos de la base de V constituyen una matriz cuya 
transpuesta denotaremos por . 

a \\ a \2 a i3 — a ln 
a 2\ a 22 a 23 — a 2n 


L^ml a m2 a m3 ••• a mn J 

ésta matriz recibe el nombre de “matriz de la transformación lineal f respecto 
de las bases [V] y [W]. 

La matriz de la transformación lineal es del tipo mxn donde m es la dimensión 
del segundo espacio y n del primero. 

Luego para hallar la matriz de una transformación lineal f respecto de una baso I 
en cada espacio, se determinan las imágenes dadas por f de los vectores de la 
base del primer espacio se expresa estas imágenes en términos de la base del 
segundo espacio, o sea como combinación lineal de los vectores de la segundea 
base, la transpuesta de la matriz de los coeficientes es la matriz de la 
transformación lineal respecto de las bases de ambos espacios. 

Si A es la matriz de la transformación lineal f respecto de las bases [V] y [W] y 
si X ÍV] la matriz columna correspondiente al vector x e V, cuyos elemento*! 

son las coordenadas de este respecto de la base de V, entonces la imagen de x, 
expresada en términos de la base de W, se obtiene multiplicando por A al 
vector columna X ^ o sea /(*) = AX^ V \ — • 

Ejemplo.- Una transformación lineal está definida pora 

f(x,y,z) = (x - 2z, y + z). 
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a) Hallar la matriz A de f respecto de las bases {(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} en 
/? 3 y {(2,0),(0,2)} en R 2 . 

Solución 

/0,1,1) = (-1,2) = a, (2,0) + p¡ (0,2) = -1 (2,0) +1(0,2) 

/( 2 , 2 , 0 ) = ( 2 , 2 ) = a 2 ( 2 , 0 ) + 0 2 ( 0 , 2 ) = 1 ( 2 , 0 ) + 1 ( 0 , 2 ) 

/(3,0,0) = (3,0) = a 3 (2,0) + p, (0,2) = | (2, 0) + 0(0,2) 

Luego la matriz A de f respecto a las bases dadas es A = 

b) Mediante A, obtener la imagen de (-2,2,-2) e R 2 . 



Solución 

Calculando las coordenadas de x = (-2,2,-2) con respecto a la base [V] 


(-2,2,-2) = <x( 1,1,1) + P(2,2,0) + y(3,0,0) = (a + 2p + 3y, a + 2p. a) 


por la igualdad de vectores se tiene: 




a + 2p + 3y = -2 
a + 2p = 2 
a = -2 


■"t | m 
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-- 1 - 

f(~2,2,-2) = AX [y] = 2 2 2 

l 1 1 Oj _4 

= (1 + 2 — 2,-2 + 2 + 0 ) = ( 1 , 0 ) = 

Ejemplo.- Sea T : -> /? ' una transformación lineal definida por: 

T(x,y,z,w) = (x + 2y, x -3z + w, 2y + 3z + 4w) 

Si [V] y [W] son las bases naturales para R 4 y R } respectivamente: 

a) Encuentre la matriz A de T respecto de las bases [V] y [W], 

b) Use A para encontrar T(x,y,z,w) 

Solución 

a) Sea [V] = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)| basede R 4 
[W]= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} basede R } . 

T( 1,0,0,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) + 1 (0,1,0) + 0(0,0,1) 

T(0,1,0,0) = (2,0,2) = 2( 1,0,0) + 0(0,1,0) + 2(0,0,1) 

T(0,0,1,0) = (0,-3,3) = 0( 1,0,0) - 3(0,1,0) + 3(0,0,1) 

T(0,0,0,1) = (0,1,4) = 0(1,0,0) + 1 (0,1,0) + 4(0,0,1) 

'12 0 0 

Luego la matriz A de f respecto de las bases dada es: A = 1 0 -3 1 

0 2 3 4 
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a) Encuentre la transformación única T: R y —> R~ tal que la matriz de 'I 
referidas de las bases. 

[V] = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y [W] = {(1,0),(1,1)} de R } y R 1 
respectivamente sea A. 

b) Encuentre T(x,y,z) 

Solución 

a) Si [T\ VW \ = A - entonces se tiene: 

T( 1,0,0) = (4,0), T(1,1,0) = (2,1) y T(l,l,l) = (1,3) 

Por lo tanto: 7X1,0,0) = (4,0) = a, (1,0) + P\ (1,1) = 4(1,0) + 0(1,1) 

J(U,0) = (2,1) = a 2 (1,0) + p 2 (1,1) = 2(1,0) +1(1,1) 

7X1,1,1) = (1,3) = a 3 (1,0) + /? 3 (1,1) = 1(1,0) + 3(1,1) 

T es única porque una transformación está completamente determinada 
por la imagen de una base. 

b) Como 7 (x) = ü [K | entonces 

(x,y,z) = a(l,0,0) + P(l,l,0) + y(l,l,l) = (a+p + y, P + Y.Y) 

x=a+p+y a-x-y 

por igualdad • y = P + y => P - y-z 

z=y 7 = * 

(x, y,z) = (x - y)( 1,0,0) + (y - z)( 1,1,0) + z( 1,1,1) 

T(x,y,z) = (x - y)T( 1,0,0) + (y - z)T( 1,1,0) + zT( 1,1,1) 

= (x-y)(4,0) + (y-z)(2,l) + z( 1,3) = (4x-^ty+2y-2z + z, 0 + y - z + 3z) 

T(x,y,z) = (4x - 2y - z, y + 2z) 



Comprobaremos el resultado empleando esta expresión de T(x,y,z) para 
encontrar las imágenes de los vectores de [W], 


T( 1,0,0) = (4,0), T( 1,1,0) = (2,1), T(l,l,l) = (1,3) 

1^13. ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES.- 

A1 conjunto de todas las transformaciones lineales entre los espacios 
vectoriales V y W, sobre el cuerpo k, denotaremos por L(V,W) es decir: 


L(V,W) = (f: V —> W7 f es transformación lineal} 


Ahora en L(V,W) definimos la suma de funciones y el producto de escalares 
por funciones: 


(f+g)(x) = f(x) + g(x), V x 6 V 
(af)(x) = afix), a s k 


a) TEOREMA.- Sea V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo k y sean 
f y g transformaciones lineales de V en W demostrar 
que la función f + g es una transformación lineal. 

Demostración 

Sean fig: V -> W transformación lineal y a. P e V. a. b e k entonces 
aa + bp e V entonces- 
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(f+g)(aa+b(i) = f(aa+bP) + g(aa+ bp) = (af(tx) + bf(p)) + (ag(a) + bg(P)) 

= a(f(a) + g(a)) + b(f(p) + g(P)) = a(f + g)(a) + b(f + g)(p) 

como (f + g)(aa + bP) = a(f + g)(a) + b(f + g)(P), V a,b e k. 

Luego f + g es una transformación lineal. 

b) TEOREMA.- Sea V y W espacios vectoriales sobre el campo k y f una 
transformación lineal de V en W, c e k, demostrar que cf 
es una transformación lineal. 

Demostración 

Sean c e k, a,b e k y a,P e V entonces 
(cf)(aa + bp) = c[ti(aa + bP)] = c[af(a) + bf(P)] 

= (ca)f(a) + (cb)fi(p) = a(cf(a) + b(cf(P)) entonces 

(cf)(aa + bp) = a(cf)(<x) + b(cO(P) 
cf es una transformación lineal. 

Ejemplo.- Sean /:/? 4 -»/? 3 y g: R 4 -+R } , dos transformacione 
lineales definidas por: 

f(x, y, z, w) = (x + 2y, 3y + 4z, -2x + 5w) y 

g(x, y, z, w) = (2x + y + z + w, y + 2z + w, 2x - 3y + 4z) 

y las bases [V] = {( 1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), ( 1,1,1,1 )} 

[W] = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} de R 4 y R 3 respectivamente, 
a) Encontrar la matriz A de f y la matriz B de g referidas a las bases de R 

y * 3 - 
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b) Encuentre f + g y demuestre que f + g = A + B respecto de las bases [V] y 

[W], 

c) Encuentre rf y demuestre que rf = rA referidas a la base de [V], 

Solución 

a) Calculando la matriz A de f respecto de la base [V], 

/(1,0,0,0) = (1,0-2) = a, (1,0,0) + /?, (0,1,0) + y x (0,1,1) 

= 1 (1,0,0) + 2(0,1,0) - 2(0,1,1) 

/(U,0,0) = (3,3,-2) = a 2 (1,0,0) + p 2 (0,1,0) + y 2 (0,1,1) 

= 3(1,0,0) + 5(0,1,0) -2(0,1,1) 

/(l,1,1,0) = (3,7,-2) = a 3 (1,0,0) + 0 3 (0,1,0) + y 3 (0,1,1) 

= 3(1,0,0)+ 9(0,1,0)-2(0,1,1) 

/(l,1,1,1) = (3,7,3) = « 4 (1,0,0) + p, (0,1,0) + y 4 (0,1,1) 

= 3(1,0,0) + 4(0,1,0) + 3(0,1,1) 

1 3 3 3' 

2 5 9 4 

-2 -2 -2 3 

en forma semejante calculamos la matriz B de g. 
g( 1,0,0,0) = (2,0,2) = 2( 1,0,0) - 2(0,1.0) + 2(0.1,1) 

g( 1,1,0,0) = (3,1,-1) = 3( 1,0,0) + 2(0,1,0) - 1 (0,1,1) 
g( 1,1,1,0) = (4,3,3) = 4( 1,0,0) + 0(0,1,0) + 3(0,1,1) 
g( 1,1,1,1) = (5,4,3) = 5( 1,0,0) + 1 (0,1,0) + 3(0,1,1) 




278 


Eduardo Espinoza Ramos 


Luego la matriz B de g es: 


2 3 4 5 

B = -2 2 0 1 

2-133 


b) Para encontrar f + g respecto a las bases [V] y [W] necesitaremos los 
vectores coordenados de (f + g)(x) esto implica que: 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) 

' 1 + 2 3 + 3+ 3+4 3 + 5] [3 6 7 8' 

U+g\v ][m = 2-2 5 + 2 9 + 0 4 + 1 = 0 7 9 5 =A + B 

-2 + 2 -2-1 -2 + 3 3 + 3J |_0 -3 1 6 

c) Para encontrar la matriz de rf, debemos encontrar los vectores 
coordenados de rffx) referidas de la base [V], 


Ir 3r 3r 3r 13 3 3 

(rf)(x) = ff(x) = 2 r 5 r 9r 4r =r 2 5 9 4 =rA 

-2 r -2 r -2r 3rJ [-2 -2 -2 3 

COMPOSICIÓN DE TRANSFORMACIONES LINEALES - 1 

a) DEFINICIÓN.- Sean f: V —» W yg:W —> U, dos transformaciones 

lineales entre espacios vectoriales sobre un mismo 
campo k. La función compuesta g o f: V -» U es definida por: 

— 

(g O f)(x) = g(f(x)), V X 6 V 

b) TEOREMA.- La composición de dos transformaciones lineales, es 

una transformación lineal. 


Demostración 
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Sean f y g dos transformaciones lineales definidas en (a) 
a,b e k, x,y e V => ax + by 6 V 

(g o f)(ax + by) = g(f(ax + by)) = g(afix) +bf(y)) = g(afix)) + g(bf(y)) 
= a(g(f(x))) + b(g(f(y))) = a(g o f)(x) + b(g o f)(y) 

.'. g o f es una transformación lineal. 


Ejemplo.- Sean /: R 2 -+ R 3 y g : R 3 -> R 2 definidas por: 

f(x,y) = (x, x + y, y) y g(x,y,z) = (x + y, z) definir g o f y f o g. 

Solución 



(g o f)(x,y) = g(f(x,y)) = g(x, x + y, y) = (2x + y, y) 


(g o f)(x,y) = (2x + y, y) 



(f o g)(x,y,z) = (x + y, x + y + z, z) 
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Ejemplo.- Sea f: R } R tal que f(x,y,z) = x + 2y - z y g: R^> R l tal 
que g(x) = (2x,x). Hallar g o f. 

Solución 

(g o f)(x,y,z) = g(f(x,y,z)) = g(x + 2y - z) 

= (2(x + 2y - z), x + 2y - z) = (2x + 4y - 2z, x + 2y - z) 

(g o f)(x,y,z) = (2x + 4y - 2z, x + 2y - z) 

Ejemplo.- Consideremos las transformaciones lineales /:/?'-># y 
g : R R 2 definidas por: f(x,y,z) = x - y + z y g(x) = (x,0) 

Determinar el núcleo de g o f. 

Solución 

Para calcular el núcleo de g o f, determinaremos g o f. 



(g o f)(x,y,z) = g(f(x,y,z)) = g(x - y + z) = (x - y + z, 0) 
(g o f)(x,y,z) = (x - y + z, 0) 


N(g of) = {(x, y,z)e R l /(g o f)(x, y, z ) = (0,0)} 

(g o f)(x,y,z) = (0,0) de donde (x - y + z, 0) = (|,0) <i=> x-y+z=0 

N(go f) = {(x,y,z) e R 2 lx-y + z = 0} 

. + , 
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Ejemplo.- Si f :R 4 ^R i y g: son transformaciones lineales 

definidas por: f(x, y, z, w) = (x + 2y, x - z, w +2z), 
g(x,y,z) = (2x + y, 3y + 4z) entonces gof:R 4 ^>R 2 , sean [V], [W], [U] las 
bases naturales de R 4 , R ' y R 2 respectivamente. 

a) Encontrar (g o f)(x,y,z,w) 

b) Encuentre las matrices A de f, B de g y C de g o f. 

Solución 

a) (g o 0(x,y,z,w) = g(f(x,y,z,w)) = g(x + 2y, x - z, 2z + w) 

= (2x + 4y + x - z, 3x - 3z + 8z + 4w) = (3x + 4y - z, 3x + 5z + 4w) 
(g o f)(x,y,z,w) = (3x + 4y - z, 3x + 5z + 4w) 

b) Calculando la matriz A de f. 

f( 1,0,0,0) = (1,1,0) =-1(1,0,0) + 1 (0,1,0) + 0(0,0,1) 

V 

f(0,1,0,0) = (2,0,0) = 2( 1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1) 
f(0,0,1,0) = (0,-1,2) = 0(1,0,0) -1(0,1,0) + 2(0,0,1) 

«0,0,0,1) = (0,0,1) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 1 (0,0,1) 

'1 2 0 0' 

Luego la matriz A de f es: A= 1 0 -1 0 

0 0 2 1 

Calculando la matriz B de g. 
g( 1,0,0) = (2,0) = 2(1,0) + 0(0,1) 

g(0,l,0) = (1,3) =1(1,0)+ 3(0,1) 
g(0,0,l) = (0,4) = 0(1,0) + 4(0,1) 
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Luego la matriz B de g es: B = 

Calculando la matriz C de g o f 
(g o 00 , 0 , 0 , 0 ) = (3,3) = 3(1,0) + 3(0,1) 

(g o f)(0,1,0,0) = (4,0) = 4( 1,0) + 0(0,1) 

(g o f)(0,0,í ,0) = (-1,5) = -1 (1,0) + 5(0,1) 

(g o 0(0,0,0,1) = (0,4) = 0(1,0) + 4(0,1) 

[3 4-10 

Luego la matriz Cdegofes: ^ = 30 5 4 

4.15. TRANSFORMACIONES LINEALES INVERSIBLES.- 1 

a) DEFINICIÓN.- Una transformación lineal T : V -> W se dico 

inversible si existe una función F : W —> V tal que 
ToF = I w y FoT = I v . 

NOTACION.- Si T es inversible => F es único y F = T ' 

b) LEMA.- Sí T : V -> W es una transformación lineal inversible, su 

inversa T~ l : W —» V , también es una transformación lineal, j 

Demostración 

Sean a,b e k, /?,, p 2 e W deseamos probar que: 

T~\afi x +bp 2 ) = aT-\p x ) + bT-\p 2 ) 

Sean p¡,P 2 eW => 3 a¡,a 2 eV únicos tal que 
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T ( a [) = P\ a T(a 2 ) = P 2 además T~' (/?,) = a, , T~\p 2 ) = a 2 
=> como V es un espacio vectorial => aa x +ba 2 eV 

V a,b e k y como T es una transformación lineal 
7’(ao'| + ba 2 ) = aT(a¡) + bT(a 2 ) = ap x +bp 2 

T(aa\+ba 2 ) = ap x + bp 2 => aa¡ +ba 2 es el único vector de V que 
es aplicado en a/?, +bp 2 entonces 

T \aP x +bp 2 ) = aa x +ba 2 = aT~ ] (P x ) + bT [ (P 2 ) entonces 
T~'(aP l +bp 2 ) = aT~\p l ), V a,b e k y V p\,p 2 s W 

es una transformación lineal de W sobre V. 

OBSERVACIÓN.- 

.. T . ... í(l) T es inyectiva 

i) T es inversible o < 

[(2) T es suryectiva 

ii) T es inyectiva « N(T) = {0} 

iii) T es suryectiva <=> T(V) = W 

Ejemplo.- Sea 7’: R } -> R } tal que T(x,y,z) = (3x, x - y, 2x + y + z) 
probar que: 

1) T es una transformación lineal. 

2) ¿T es inversible? de serlo hallar una egresión para T~ l como aquella 
que define a T. 


Solución 
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1) Sean a,b e R, (x ] ,x 2 ,x 3 )e R\ (y],y 2 ,yi)e ^ 

a(x l ,x 2 ,x J ) + b(y l ,y 2 ,y 3 ) = (ax¡ + by¡,ax 2 + by 2 ,ax 3 + by 3 ) 
T(a(x i ,x 2 ,x 3 ) + b(y i ,y 2 ,y 3 )) = T(ax l +by¡,ax 2 +by 2 ,ax 3 +by 3 ) 

= T(a(x ] ,x 2 ,x J )) + T(b(y¡,y 2 ,y 3 )) = aT(x¡,x 2 ,x 3 ) + bT(y¡,y 2 t y 3 ) 
:. T es una transformación lineal 
Sea (x,y,z)eN(T)czR } => T(x,y,z) = (0,0,0) 

(3x, x - y, 2x + y + z) = (0,0,0) por igualdad 
x = 0,x-y = 0, 2x + y + z = 0 => x = y = z = 0 

Luego N(T) = {(0,0,0)} => T es inyectiva y dimN(T) = 0 
Como dim A r (7') + dim T(R 2 )^ dim 7? 3 =3 entonces 

Como dimtf 3 =dim7X/? 3 ) => f(/? 3 ) = /J 3 => T es suryectiva por lo 
tanto T es inversible 

Ahora calculamos r~ ! 

Sea ( a,b,c)sT(R } ) => 3 (x,y,z)eR } tal que 

T(x,y,z) = (a,b,c) a T~ l (a,b,c) = (x,y,z) 

(3x, x - y, 2x + y + z) = (a,b,c) por igualdad se tiene: 

í a 

a -3b 


3 x = a 
x-y = b 
2 x + y + z = c 


z = c-a + b 
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Luego T 1 (a,b,c) = (^ ,- -^ b ,c - a + b) 

Probaremos que (ToT~' )(a,b,c) = (a,b,c) y (T~'oT)(x,y,z) = (x,y,z) 
( ToT')(a , b,c) = T(T l (a, b , c)) = t£ , ,c-a+b) = (a,b,c) 

(T 1 oT)(x,y,z)= T~'(x,y,z) = 7’“ i (3oc,a:->',2x + >' + z) = (x,y,z) 


c) TEOREMA.- Sean V y W espacios vectoriales finito dimensionales y 
T: V W una transformación lineal, entonces T es 
inversible sí y solamente sí T transforma una base de V en una base de 
W. 

Demostración 

=>) Asumiremos que T es inversible, y sea {v,, v 2 v n } una base de V. 
Consideremos los vectores 

*v, = r(vi-, ), w 2 = T(w 2 ), w 3 = T(w 3 ).= T(w„ ) 

AFIRMACIÓN (1). Los vectores w,, w 2 w n son l.i. 


En efecto, sea a l w l +a 2 w 2 +... + a„w n =0 W entonces por ser T~' una 
transformación lineal se tiene: a¡r~ l (w,) + a 2 r~ , (w 2 ) + ...+ a„T~‘(w „) - 0 V 


=> a,v, + a 2 v 2 + ... + a„v n =0 V y como {v,,v 2 v„} una base de V 

entonces a l = a 2 -... = a n = 0 


Luego {w,, w 2 ,..., w n } son linealmente independiente. 
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AFIRMACIÓN (2). {w,, w 2 w n } genera el espacio vectorial W. 

En efecto, sea w e W T~ x (w) e V 

=> 7’ _l (w) = ^a i v ( => w = T{T' (w)) = / «,T(v,) = / a , w, 

,=i i=i i=i 

Luego {w,,w 2 ,..., w„} genera W de las afirmaciones (1) y (2) {w,, w 2 w»J 
es una base de W. 

<=) Ahora asumiremos que {w,, w 2 vv n } es una base de W 
Mostraremos que T es inversible. 


n 

^ a, v, por definición de F. 

1=1 

v A ( FoT)(v) = I v ... (1) 


n 

por otro lado sí w e W donde w = ^'b i v/, , entonces (T o F)(w) = T(F(w)) 

1=1 

n 

= b ; F(w i )) por ser F transformación lineal 

í=i 

n 

= b¡v¡), por ser definición de F. 


í=i 


Definamos F: WV tal que F(w,) = v,, Vi=l,2 .n lo cual siempi 

es posible en virtud del teorema fundamental de las transformaciones linéale 
entonces: 

n 

Si v e V, donde v = ^ a ¡ v, , tenemos que: 

i=l 

n 

(F o T)(v) = F(T(v)) = F{^ a , f(v,)) por ser T transformación lineal 

i=i 

n 

= F( ^ ' a, w ¡) por definición de T. 

/=i 


b¡T (v,) por ser T transformación lineal. 

i=i 

b¡ w¡ por ser definición de T. 

í=i 

= w ••• (T oF)(w) = I w ...(2) 

de (1) y (2) T es inversible y su inversa es F. 

|U 6. TEOREMA.- 

Sea T: V —> W una transformación lineal entre dos espacios vectoriales de 
igual dimensión. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalente. 



n 

a, F(vt>,) por ser F transformación lineal. 

1*1 


i) T es inversible. 
¡il) T es suryectiva. 


i¡) T es inyectiva. 

iv) T transforma bases en bases. 
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Demostración 


0 => ü) 


T(u) = T(v) => T-'{T(u)) = T-'(T{v)) 
u = v por ser T inversible 


ii) => iii) 


sea {v 1 ,v 2 ,...,v„} cz V una base para V, como T es inyectiv* 
{r(v,),r(v 2 r(v„)} es linealmente independiente en W; pero 
como dim W = n, entonces {7Xv, ),T(v 2 ),..., 7\v M )} es una base para W. ^ 

n 

Luego sea w e W, donde w = ^ ' a, vv; entonces existe v e V donde | 

i=i 

n n n n 

v = ^a,v, tal que T(v) = Tj^ a,v,) = ^ a¡T (v ,) = ^ a,w, = w \ 


En consecuencia T es suryectiva. 

iii) => iv) 

Sea {v 1 ,v 2 ,...,v n } una base de V y T(v i ) = w¡, V i = l,2,...,n su» 
imágenes mediante T probaremos que {vv,, w 2 w „} generan W. 

En efecto, para todo w e W, existe veV donde 

n n n n 

V = y a , Vl tal que w = T(v) = Tj^ a i v i ) = ^a,T(v,) = ^ 

i -1 1=1 1=1 1=1 

por ser suryectiva, por otra parte como dim W = n, enton 
{h*! , w 2 w „} es una base de W. 

Luego T transforma bases en bases. 

iv) => i) fue demostrado en c) de 3.15) 
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4.17. ISOMORFISMO 

INDUCIDO 

POR 

UNA 

TRANSFORMACIÓN 

LINEAL.- 




TEOREMA.- Sean V y W espacios vectoriales sobre el campo k, T: V —> W 


una transformación lineal y n : 



la proyección 


canónica, Entonces: 


i) Existe una única transformación lineal 
T: JE tal que Ton = T 

>0 V /n(T) = lm(r) 

Demostración 



0 


Definimos T : 



V + N(T)-> T(V + N(T)) = T(v) 

PROBAREMOS QUE T ESTA BIEN DEFINIDA.- Es decir que la 
definición de T no depende del representante de la clase. 

Sea pues, V, + N(T) = V 2 + N(T) => V, - F 2 e N(T) 

=> T(V\ -V 2 ) = 6 => T(v,) = r(v 2 ) 

=> n Vl +N(T)) = f(v 2 +N(T)) 

T esta bien definida. 

T ES UNA TRANSFORMACION LINEAL.- En efecto: 
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N(T) = {v + JV(D / 7Xv + JV(7')) = e w > 

= {v + N(T ) / r(v) = 6> w } = {v + N(T) / v e N(T)} 


= N(T) 


(que es el cero del espacio cociente 



T es un monomorfismo 
b) T ES EPIMORFISMO.- Pues 

Imír) = {T(v + N(T))/yeV) = (T(v)/v e V} = lm(T) 


T es un epimorfismo 

de (a) y (b) y la definición de isomorfismo, T es un ismorfismo 



con lo cual completa la demostración del teorema. 

Ejemplo.- Sea T : /? 3 -> R 2 tal que T(x,y,z) = (2x + z, -y + 2z) 
determinar su núcleo y el isomorfismo inducido. 

Solución 

N(T) = {(jf, y,z) e R i / T(x, y, z) = (0,0)} 

T(x,y,z) = (0,0) de donde (2x+z, -y+2z)=(0,0) => 2x + z = 0A-y + 2z = 0 
N(T) = {(x,y,z) e i? 3 !2x + z = 0 a y = 2z} 
una base de N(T) es: (x,y,z) = (x,-4x,-2x) 

(x,y,z)=x(l,-4,-2) => N(T)=L{(l,-4,-2)} es una base de N(T) => dimN(T)=l 
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por el teorema 3.16 sabemos que existe un isomortlsmo. 

T N(T)~* Im( 7 ’) tal que T((x,y,z) + N(T)) = (2x+z, -y + 2z) 
(ejercicio probar el teorema 4.17) 

Ejemplos.- Sea /: R 3 -> R 2 y g: R 3 -» R 2 dos transformaciones lineales 
definida por f(x, y,z) = (y, x + z) y g(x,y,z) = (2z, x - y) hallar 
fórmulas que definan las transformaciones lineales f+g y 3f-2g. 

Solución 

Sea (f + g):R--+R 2 /(f + g)(x, y, z) = /(x, y,z) + g(x,y,z) , V(x, y, z) e R ’ 
(f + g)(x,y,z) = (y, x + z) + (2z, x - y) = (y + 2z, 2x - y + z) 

(f + g)(x,y,z) = (y + 2z, 2x - y + z) 

(3f — 2g)(x,y,z) = 3f(x,y,z) - 2g(x,y,z) = 3(y, x + z) - 2(2z, x - y) 

= (3y, 3x + 3z) - (4z, 2x - 2y) = (3y - 4z, x + 2y + 3z) 

(3f- 2g)(x,y,z) = (3y - 4z, x + 2y + 3z) 

Ejemplo.- Determinar la transformación lineal inversa T ] de 
la transformación lineal T : R 3 —> R 3 definida por 

T(x,y,z) = (2x, x + 2y, x + 3z) 

Solución 

Calculando T~ l (x, y, z) , para ésto se tiene: 

V(x,y,z)e R 3 , 3 (a,b,c)e R 3 /T(a,b,c) = (x,y,z) y T ' (x,y,z) = (a,b,c) 
como T(a,b,c) = (x,y,z) de donde (2a, a + 2b, a + 3c) = (x,y,z) por igualdad j 
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2a = x 
■ a + 2b = y 
a + 3c = z 



r-i, , ,x 2y-x 2z-x 
T (x,y,z) = (-,———) 
2 4 o 


Ejemplo.- Determinar la transformación lineal inversa T~ x de 
la transformación lineal T : R 3 -> R 3 definida por 
T(x,y,z) = (2x + 2y, x + y, x + y + z). 

Solución 

Calculando T~ 1 , para ésto se tiene: 

V(x, y,z) e R 3 , 3 (a,b,c)eR 3 talque T(a,b,c)=(x,y,z) y T~' (x,y,z) = (a, b,c) 


pero Tes inversible o Tes inyectiva 
Veremos si T es inyectiva 

7’(x 1 ,x 2 ,x3) = r(y 1 ,.v 2 ,>'3) => (x\,x 2 ,x- i ) = (y\,y2,y-s) 
(2x, + 2x 2 ,x, +x 2 , = (2y, +2 y 2 ,y, +y 2 ,y, + y 2 + .V 3 ) 


2x, + 2x 2 = 2y\ + 2 v 2 
*1 +*2 “>1 +y 2 
*\ +* 2 +xj =y\ +y 2 +y 2 


\x¡ +x 2 =y, +y 2 

|x, + x 2 +x 3 =y | +y 2 +y } 


de donde 


x 3 = y 3 pero x, *y,, x 2 * y 2 
por lo tanto T no es inyectiva => 3 T~' 
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Ejemplo.- Sea la transformación lineal /: R~ —* R 2 definida por 
f(x,y) = (2x - y, x + y) 

a) ¿f es inyectiva? b) Hallar la inversa de T si existe 

Solución 

a) Si N(f) = {(0,0)} => fes inyectiva 

núcleo de f = N(f) = {(x,y) e R 2 / f(x,y ) = (0,0)} 

como f(x,y) = (0,0) entonces se tiene: 

(2x - y, x + y) = (0,0) por igualdad tenemos: 

\ V ° => x = y = 0 => (x,y) = (0,0) 

|x + y = 0 

Luego N(f) = {(0,0)} f es inyectiva 

Como f es inyectiva entonces tiene inversa. 

Ahora calculamos la inversa /“' (x,y) 


V(x,y,z)eR 2 , 3 (a,b,c)eR 2 /f(a,b) = (x,y) y f ~\x,y) = (a,b) 
como fi(a,b) = (x,y), de donde (2a - b, a + b) = (x,y) por igualdad tenemos 

_ x+y 

Í 2 a-b-x a 3 

{ => 

[a + b-y 2 y-x 

3 


Luego 


rW) = ¿f 
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Ejemplo.- Sean los conjuntos V = {r/(.r) = a + bx 2 + ex 4 /a,b,c e *}. 

W = {(/?,/•, s,t) e R 4 / p + r + s + t = 0} donde V y W son 
espacios vectoriales sobre R. 

Sea f: V —» W la transformación lineal definida por: 

f(a + bx" + ex 4 ) = (a - h, b - c,2c - a-c) . Demostrar que f es un isomorfismo. 

Solución 

f es un isomorfismo si y solo si f es inyectiva y suryectiva por lo tanto debe 
demostrar que f es inyectiva y suryectiva. 

f es inyectiva <=> N(f) = {0} 

N(f) = jq(x) e V / f(q(x)) = (0,0,0,0)} donde 

q(x) = a + bx 2 +cx- 4 , donde f(q(x)) = f(a + bx : +cr 4 ) = (0,0,0,0) 

(a - b, b - c, 2c - a, -c) = (0,0,0,0) => a = b = c = 0 

por lo tanto A r (/) = {(0,0,0,0)} = (0 + Ox- 2 +0.v 4 } 


Luego f es inyectiva. 

f es suryectiva si V (p,r,s,t) e W existe q(x) 6 V tal que f(q(x)) = (p,r,s,t) 
donde q(x) = a+bx 2 + ex 4 

(a - b, b - c, 2c - a, -c) = (p,r,s,t) por igualdad 


a -b- p 
b-c = r 
2c - a = s 


a = -s- 2 1 
b = r-t 


-c -1 


c = -t 
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P'~ {P¡j )' es la matriz de g respecto de la base [v'] en cada espacio 
diremos que es la matriz de pasaje de la base [v'] a la base [v], 

OBSERVACIÓN.- Las matrices de pasaje P y P' son inversas entre 
sí, es decir que PP' = P' P = ! 

En efecto: de (1) y (2) tenemos que: 

n n n n n 

V J " ^ ' A/ y k ~ ^ P¡k v i ~ ^ ' ^' 1 ^’kjñk v i 

A=1 í=1 <=l *=I (=1 


n n 



1=1 A'=l 


como vj =0v, +0v 2 + ... + lvy + ... + 0v n 

resulta que el único término nulo de la sumatoria anterior se obtiene 
para i = j y vale 1. 

n 

Luego 

*=1 

Por definición de producto de matrices y de matriz identidad resulta 
PP'= I en forma similar se deduce que P'P = I. 

En consecuencia, ambas matrices son inversibles, y cada una es la 
inversa de la otra. 

B) TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS.- 

Consideremos la matriz de pasaje P de la base [V] a la base [V] 
y sea x e V 
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Probaremos que: X^=PXfy] 

Donde X, y ^ y X ÍV ^ son las matrices de las coordenadas de x e V en Iji» 
bases [V] y [V] respectivamente. 

En efecto: expresamos a x como combinación lineal de cada base j| 
teniendo en cuenta (1) escribimos: 

-2>;=2>;í> I 

i -1 i=\ i=l j =I i'=l <=l 7=1 

n 

pero x = ^ ' a¡ v ( , por la unicidad de la combinación lineal se tiene j 
i=i 

n 

a¡ = , j - l,2,...,n 

7=1 

Luego por definición de producto de matrices, de las relaciones anteriores 
se deduce. 



y como P es no singular resulta. X^ = P~ l X ¡y ] ‘ ...(4) I 

de donde a (3) y (4) se llaman fórmulas de transformación do 
coordenadas. 
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C) MATRÍCES DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL Y CAMBIO 
DE BASE.- 


Consideremos una transformación lineal f: V -> W y A e k mxn la matriz 
de f respecto de las bases [V] = {v,, v 2 v„} en V y 
[fV] = {w l ,w 2 ,...,w m } en W. 

Si se hace un cambio de base en cada espacio, entonces la transformación 
lineal f está caracterizado por una matriz B e k mxn respecto del número 
par de bases [K 1 ] y f W] y consideremos las matrices Pek mxn y 
Q e k de pasaje de [V] a [P] y de [W] a [W']. 

Ahora probaremos que las matrices A y B de la transformación lineal f 
respecto de los dos pares de bases verifican B = Q~ l AP 


Es decir, que son equivalentes. 


Para esto consideremos el diagrama siguiente. 



W, [W] 


Q 

. [W] 

Se verifica que: 

1) 2f í( .] = PA" [r j por la parte (b) 

2 ) V) = Q Y i»’ \ P or la parte (d) 
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. .. '¡ —• ■ --— 

3 ) Y\w] = AX^j por ser transformación lineal de matriz A respecto ■ 
las bases [V] y [W], 

4) = BX ^,^, por ser transfonnación lineal de matriz B respecto fl 
las bases [V'] y [W 1 ]. 

Luego de (2), (3) y (1) se deduce. 

fyn =Q~'Y m =Q~\AX [V] =Q-'APX [n 

de esta relación y de (4) resulta: B = Q 1 AP ósea que B ~ A 

Recíprocamente, si A y B son matrices equivalentes en k mxn , V y W son 
espacios vectoriales sobre k, de dimensiones n y m respectivamente 
entonces A y B caracterizan a una misma transformación lineal f: V - W 
respecto de dos pares de bases. 

D) MATRICES SEMEJANTES.- 

Sea f : V -» V un endomorfismo que lo tomamos como un caso 
particular dim V = n y A la matriz f respecto de la base [V] = ÍW] en 
cada espacio. 
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Ejemplo.- Sea /: ü ! —»/? 3 una transformación lineal definida por 
f(x,y,z) = (x + y, x - y, x - z) 

i) Determinar la matriz A de f respecto de la base canónica [V] en cada 
espacio. 

ii) Obtener la matriz P de pasaje de la base canónica [V] a la base 

[E'] = ,{(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}. 

iii) Aplicando el resultado de (i) y (ii) calcular la matriz B de f, respecto de la 
base [V] en cada espacio. 

Solución 

i) Como [V] = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base canónica 
Calculando la matriz A. 

«1,0,0) = (1,1,1)= 1(1,0,0)+ 1(0,j,0} + 1 (0,0,1) 

f(0,1.0) = (l, -1,0)= 1(1,0,0)- 1(0,1,0) +0(0,0,!) 
f(0,0,1) = (0,0,-1) == 0(1,0,0) + 0(0,1,0) - 1 (0,0,1) 


Si efectuamos un cambio a la nueva base [V'] = [W'] con matriz do 

pasaje P = Q, entonces se tiene: B = P 1 AP donde B es la matriz de f 
respecto de la nueva base [V ]. 

Las matrices A y B de k mx ", que representan el mismo endomorfismo 
respecto de las bases [V] y [W], se llaman semejantes, por lo tanto 
diremos que: 

A es semejante a B <=> 3 P no singular / B = P ’ AP . 

La semejanza de matrices es una relación de equivalencia. 


Luego la matriz A de f es: 


A = 


*1 1 
1 -1 


1 0 


0' 
0 


li) Calculando la matriz P de pasaje de la base canónica [V] a la base - 

[K'] = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} 

( 1 , 1 , 1 )= 1 ( 1 , 0 , 0 )+ 1 ( 0 , 1 , 0 )+ 1 ( 0 , 0 , 1 ) 

( 1 , 1 , 0 )= 1 ( 1 , 0 , 0 )+ 1 ( 0 , 1 , 0 )+ 0 ( 0 , 0 , 1 ) 

( 1 , 0 . 0 ) = 1 ( 1 , 0 , 0 ) + 0 ( 0 , 1 , 0 ) + 0 ( 0 , 0 , 1 ) 
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1 1 1 

Luego P= 1 1 0 

1 0 0 

iii) Calculando B = P~ l AP por el método de Gauss se calcula P 1 


1 

1 

1 

1 

0 

0 


1 

1 

0 

0 

1 

0-^/2' 

-A 

1 

0 

0 

0 

0 

1-^/3- 

-A 

1 

1 

1 

1 

0 

0 


0 

0 

-1 

-1 

1 

0-* f 2 

-A 

0 

-1 

-1 

-1 

0 

1 


1 

1 

1 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

0 

1 

-1 


0 

-1 

-1 

-1 

0 

1 -* h + J 2 

1 

1 

1 

1 

0 

0 —> f\ 

0 

1 

0 

0 

1 

-1 


0 

0 

-1 

-1 

1 

0 - 

A 

1 

1 

0 

0 

1 

0 -> J 

r ! -A 

0 

1 

0 

0 

1 

-1 
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1 
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0 



'0 0 1 
Luego P ~ 1 =01-1 
1 -1 0 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


0 0 1 

0 1 -1 

1 -1 0 
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1 0 -llfl 1 ll [0 1 f 

=0-1 2.110=1-10 
0 2 -1 I 0 Oj [2 2 0 

|4.Í9. EJERCICIOS PROPUESTOS.-] 

I) Determinar cual de las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales 
donde k = R. 

© f: R } -* R 2 definido por f(x,y,z) = (y,x) 

( 2 ) f ■ R 2 R i definido por f(x,y,z) = (x + 1, y + 2, 0) 

/: R 3 -> R 2 definido por f(x,y,z) = (x - y, 0, y + z) 

(í) /: R 2 -» R 2 tal que tTx,y) = (x + 1, y + 3) 

(?) /: R } -> R 2 tal que f(x,y,z) = (x + y, x + z) 

© /: R 1 -* R 2 tal que f\x,y) = (x 2 ,y + x) 

( 7 ) /: R 1 -> R 2 falque f(x,y) = (1 + x, y) 

© /: R 2 ->R 2 tal que f(x, y) = (x 2 , y) 

© /: R 2 -> R tal que f(x,y) = (x - y, 0) 

© /: R 2 -> R 2 tal que f(x,y) = (2x - 3y, x - y) 

(í^ /: R 2 —> R 2 tal que f(x,y) = (x + y, y - x,-x) 

/ : R 2 -> R ' tal que f(x,y,z) = (0. x + y, 0) 
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(l^ /: tal que f(x,y,z) = (xy, z, x) 

(h) f: R 2 —> R } tal que f(x,y) = (x,y,0) + (-1,0,0) 



/: R 2 —> R 2 tal que f(x,y) = (2x, -y, x) 

/: R 2 —► R tal que f(x,y) = xy 

f: R -4 R tal que f(x) = |x| 

f: R R tal que fl(x) = sen x 

f: R R tal que f(x) = tg x 

/: R 2 -> R 2 tal que f(x,y) = (sen x, y) 

Resolver los siguientes problemas: 

Sea W = C([0,1]) el espacio vectorial de todas las funciones continuas sobre el 


intervalo 0 < x < 1 y sea T : V R la función definida mediante la regla 
F(f) = Í / (x)dx . ¿Es F una transformación lineal? 


© Determinar sí la función F: R 2 -> R 2 definida por F(x, y) = (lfx,lfy) es 
una transformación lineal. 

(T) Sea A una matriz de orden mxn fija, entonces T : R" -* R m , definida por 
T(x) = AX. Analizar si es una transformación lineal. 

(T) Demuestre que sí T : V —> W es una transformación lineal, entonces f 
T(u - v) = T(u) - T(v), V u,v e V. 
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Dada la función F : M 2x2 (R) R definida por F( ) = a + b, analizar 

[c d 

si es una transformación lineal. 


a b a b 

Dada la función F : Mi x2 (R) —> R , definida por F( ) = det 

[_ c d \ [_c d 

analizar si es una transformación lineal. 


Dada la función F: M , í2 (/?)-> R , definida por F( ) = a 2 +b 2 , 

L c 

analizar si es una transformación lineal. 

Determinar cual de las siguientes funciones son transformaciones lineales, 
a) T : R" -» R tal que r(.v, ,x 2 ,..., x„ ) = x { +x 2 +... + x„ . 


b) T: R R" tal que T(x) = (x,x,...,x) 


c) T : R 4 —> R 2 tal que T(x,y,z,w) = (xz,yw) 


d) TR tal que T(x,y) = xy 

Analizar cual de las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales. 

a) T : M nn -> M „„ tal que T(A) = AB, donde B es una matriz fija de nxn. 

b) T : M„„ -> M„„ tal que T(A) = A 1 A 

c) T : M mi , -> M tal que T(A) = AB, donde B es una matriz fija de 

orden nxp. 

d) T:D n -+D„ tal que T(D) = D 2 (D„ es el conjunto de matrices 
diagonales de nxn). 


e) T : D„ —> D n tal que T(D) = I + D 
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-_- 1 

Estudiar si las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales. 

a) T : P 2 -> P\ tal que T(a 0 +a { x + a 2 x 2 ) = a 0 +a i x 

b) T : P 2 -> P\ tal que T(a 0 + a ] x + a 2 x~) = a ] + a 2 x 

c) T: P 2 P 4 tal que T(P(x)) = [P(x)] 2 

d) T: R —> P„ tal que T(a) = a + ax + ax 2 +... + ax" 

Si Q0,1] es el conjunto de funciones reales. Analizar cual de las aplicaciones 
son transformaciones lineales. 

a) T: C[0,1] -> C[0,1] tal que T(f(x)) = f 2 (x) 

b) T: C[0,1] -> C[0,1] tal que T(f(x)) = f(x) + 1 

c) T: C[0,1] -> C[0,1] tal que T{f(x))= f f(x).g(x)dx , donde g es uní 
función fija en C[0,1] 

d) T : C'[0,1]-»C[0,1] tal que T(f(x)) = (f(x).g(x))', donde g es una 
función fija en C[0,1] 

e) T:C[0,1] -> C[l,2] tal que T(f(x)) = f(x - 1) 

0 T: C[0.1] -> R tal que T(f(x)) = f¿) 

Si es una transformación lineal y si f(l,l) = (2,0) y 

f(0,2) = (3,1) encontrar f(x,y). 
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@ Si f: R 2 -> R 2 es una transformación lineal y si f(l,0) = (3,4) y 

f(0,l) = (-1,2) encontrar f(x,y). 

© Si T : R } R 2 , es una transformación lineal tal que f(l,-l,-l) = (1,2), 
T( 1,-1,0) = (3,4), T( 1,0,0) = (5,ó). Hallar T( 1,1,1) y T(x,y,z) 

© Si F es una transformación lineal de R } en R 2 tal que F(l,-l,l) = (2,0), 
F(1,1,0) = (0,1), T(0,1,1) = (-1,-1). Hallar F(x,y,z). 

(l^ Si /: R 2 —> R 2 es una transformación lineal y si f( 1,0) = (3,4) y 

f(0,l) = (-1,2) encontrar f(x,y). 

La función T : R 2 -> R 2 es lineal y verifica T(l,2) = (1,0,2), 
T(2,l) = (0,2,-1) determinarT(3,3) y T(l,-1) 

(18) Se da una transformación lineal /: R y -4 R A tal que f(l,0,0) = (1,0,1,-1) y 
f( 1,1,0) = (2,1,3,0) y f( 1,1,1 ) = (0,0,0) encontrar f(x,y,z). 

(19) Hallar una transformación lineal T tal que T( 1,1) = 2, T(0,1) = 1 siempre que 
exista. 

Hallar una transformación lineal T si existe tal que T( 1,1,1) = 3, T(0,1,-1) = 1 
y T(0,0,1) = -2. 

@ Sí T( 1,3,-2) = (2,1,5), T(2,3,l) = (-1,3,4) y T(-4,2,l) = (5,2,-2). Hallar 
T(x,y,z)yT( 1,1,1) 

(© Si 7": /? 2 —> 3 es una transformación lineal tal que T(l,2) = (1,0,-1), 
T(2,l) = (2,1,-2) hallar T(x,y). 
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Si T: R } -> R* es una transformación lineal tal que T( 1,2,3) = (0,2,1), 
T(4,5,6) = (0,1,1) y T(7,8,l) = (1,1,1). Hallar T(x,y,z), V (x,y,z)eR } . 

Sea T : R 2 -> R 2 un endomorfismo tal que T(1,0) = (2,1), T(0,1) = (1,-1), 
determinar la imagen del triángulo rectángulo cuyos vértices son (1,1 ),(4,1) y 
(1,5). 

HI) Resolver los siguientes problemas: 

<D Sea la transformación lineal T : R 2 -* R 6 tales que T(5,-l) ( 5,6,2,1,3,4) y 
T(2,-3) = (1,05,-2,3,-1). 

i) Hallar T(x,y) ii) ¿T es una transformación biyectiva? 

* 

*2 

(?) Sea <p: R n -> M llxí (R)/<p(x¡,x 2 . x n ) = 


donde si t) ip es una transformación lineal, 
ii) <p es un isomorfismo. 

© Sea /: /? 3 -»R 3 definida por la regla 

f(x, y, z) = (x + 3y + 4z, 3x + 4y + 7z, -2x + 2y). Hallar N(f) y Im(f) 

© Determinar el núcleo, la imagen y las dimensiones de ambos en la 
transformación lineal /: R 2 —> R 2 tal que f(x,y,z) =(x + y + z, y + z) 

© Sea la transformación lineal /: R 2 —> R~ definida por 

f(x, y) = (x + y, x - y, x + 2y), determinar N(f), lm(f) y sus dimensiones. 
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(V) Determinar si es una transformación lineal y calcular N(t) y lm(f) sí 
/: Q 2 —► g 3 tal que f(x,y,z) = (x - y, 2z - y, x - 2z) 

(?) Sea 7 : R 2 -* R 2 definida por T(x,y) = (x - y, y) probar que T es una 
transformación lineal y calcular N(T), Im(T). 

(ÍT) Si T : R 2 —> R 2 es una transformación lineal tal que: 

T(x, y, z) = (x - y - z, 2x -y - z). Hallar N(T) y Im(f) 

( 9 ) Determinar el núcleo, imagen y las dimensiones de las siguientes 
transformaciones lineales. 

a) /: R~ -> R 2 tal que f(x.y,z) = (x + y + z, y + z) 

b) /: R 2 -> R tal que f(x,y) = x - 2y 

| (ío) Analizar si la función dada T es una transformación lineal, en caso 
afirmativo, Hallar N(T), Im(T) y sus dimensiones sí f : R" —>/?' , tal que 
T(x,y,z.w) = (x + y - z, x - z + w) 

© Sea /: R A -> R*. una transformación lineal tal que 
f(x,y.z,w) = (z + w — y, 2x — 2z, x + 3y — 2z + 3w, y — x + z + 2w). Hallar una 
base para N(f), Im(f) y su dimensión. 

(í?) Dado /: R* -> R 2 , tal que: 

T(x,y,z,w) = (x - y + 2z + 3w, y + 4z + 3w, x + 6z + 6w) 

a) Probar que T es una transformación lineal. 

b) Hallar N(T), lm(T) y dim N(T), dim Im(T) 
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Analizar si la función T: R R 2 tal que f(x,y,z) - (x,y,-z) es una 
transformación lineal. Hallar bases para N(T) y Im(T). 

Si T es una transformación lineal definida por r(x,y,z)=(x+2y-z, y+z,x+y-2z), 
analizar si T es inyectiva. Hallar una base, la dimensión de N(T), Im(T). 

Analizar si la aplicación T : R~ —» R i , tal que T(x,y) = (x -2y, 2x - y, x + y) 
es una transformación lineal, si lo es hallar además N(T), Im(T), probar si f es 
inyectiva, suryectiva y biyectiva. 

Si T : /? 5 —> /? 4 , es definida por: 

T(x,y,z,u,w)=(x+2y+u+3w, y + z + w, x+3y+z+u+4w, -2x-3y + z - 2u - 5w) j 

a) Hallar dim N(T) y una base de N(T). 

b) Hallar dim Im(T) y una base de Im(T). 

Hallar una transformación lineal 7’: /?'->/? 3 tal que 
N(T) = L{(2,1,-1,2), (3,0,1,-1)} 

Hallar una transformación lineal T : 7? 4 —> 7?' tal que 
N(T) = L{(2,-1,0,1), (3,1,1,-2)} 

Hallar una transformación lineal T: R —> R~ sabiendo que 
N(T) = L {(1,2,3)} 

Consideremos (C,+,R,.) y f : C —> C, definido por f(z) = -lm(<.)| 

Determinar si f es una transformación lineal y en caso afirmativo clasificarlo. | 
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(¿l) Sea V = {a + bx 2 + cx 4 /a,b¿c e /?} espacio generado por los polinomios 
l,x~ ,x IV = {(p,r,s,t) s R 4 //? + r + s + ? = 0j definimos T: V —> W por 

T(a + bx~ +cx 4 ) = (a-b,b-c,2c- a-c) . Probar que T es una transformación 
lineal y hallar N(l) e Im(f). 

(¿2) Sea V = {(.v, y, z, w) e 7 ? 4 /x = ay + bz + cw, a, b,c fijos} y 

W = {(r,j,í) e 7? 3 / r + s +t = 0} dos espacios vectoriales T: V —> W tal que 

T(x,y,z.w) = (x - y, -ay - bz, y - cw) probar que T es una transformación 
lineal, además determinar N(T), lm(T) y sus dimensiones. 

( 23 ) Hallar una transformación lineal T : R 4 -> 77 3 tal que su núcleo sea generado 
por los vectores (1,2,3,1) y (0,-1,3,4). 

( 24 ) Hallar una transformación lineal T: R 4 cuyo núcleo es generado por 

(1,2,3,4) y (0,1,1,1). 

(25) Hallar la transformación lineal T ; 7? 3 -» R 2 tal que 
N(T) = ¿{(6,1,-1),(2,1,3)}. 

( 2 ^ Si F: R 4 s R 4 es una transformación lineal tal que 

N(F) = L{(1,0,1,1),(0,1,1,1)}, F(l,1,0,1) = (1,0,0,1), F( 1,1,1,0) = (0,1,1,0). 
Hallar F(x,y,z,w) 

^7) Sea la transformación lineal T: 7? 3 -» R 3 definido por la regla 
T(x,y,z) = (x + 3y + 4z, 3x + 4y + 7z, -2x + 2y) 


i) Hallar la imagen de T 


ii) Hallar el núcleo de T 


iii) ¿Cuál es la interpretación geométrica de la imagen y el núcleo de T 
respectivamente? 
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Rpta. Im (T) = {( x,y,z) e /? 3 /8y-14x + 5z = 0} 
N(T) = ((x,y,z) eR 3 /x = -t, y = -t,z=t) 


(28^ Defina una transformación lineal T: R~ —> R~ cuyo núcleo sea la recta y x 
y su imagen sea la recta y = 2x. 

Rpta. T(x,y) = (-bx + by, -2bx + 2by) 

= (x - y, 2x - 2y); si b = -l 

(29) Sea V el espacio vectorial de las matrices n-cuadradas sobre k y M una matriz 
arbitraria en V, defínase T: V -» V mediante T(A) = AM + MA, con A e V, 
mostrar que T es lineal. 

(30) Sea F = {P(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 / P es un polinomio de grado menor o igual 
que 2}. Sean íj,f 2 ,í 3 tres números reales distintas arbitrarias, definimos 
L. ( P) = P(t, ), i = 1,2,3 donde P 6 V; probar que las funciones f , ¿ 2 y L 3 
sobre V son linealmente independiente y forman una base de V*. 

(31) Construir una transformación lineal T: R 2 -> /?' tal que T(l,2) = (1,-1,2), 
T(l,3) = (3,0,1); T(l,l ) = (-!,-2,3) 


( 32 ) Sea la transformación lineal T: V -> W, F-/? 3 , IV - R } definida por 
T(x,y,z) = (x + 3y + 4z, 3x + 4y + 7z, -2x + 2y), donde 
Im(T) = {(x,y,z) e W / 14x - 8y - 5z = 0} 

N(T) = {(x,y,z) e V / x = -t, y = -t, z = t}, comprobar que: 


dim V = dim (Im(T)) + dim N(T) 
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© 

® 


Sea T: R' -> R' la aplicación lineal definida por: 

T(x,y,z,s,t) = (x + 2y + z - 2s + 4t, 2x + 5y + 4z - 5s + 5t, x + 4y + 5z - s - 2t) 
Hallar una base y la dimensión de la imagen de T. 

Rpta. {(1,2,1),(0,1,2)} forman una base de Im(T) ademas dim Im(T) = 2 
Sea T : R } —> R i la aplicación lineal definida por 


T(x,y,z) = (x + 2y - z, y + z, x + y - 2z) 

Hallar una base y la dimensión del núcleo de T. 

Rpta. N(T) = L {(3,-1,1)}; dimN(T)=l 

Sea la base 5 = {F,,F 2 ,F 3 } donde F, =(1,2,3); F, =(2,5,3) y V 3 =(1,0,10) 

a) Determine la regla de correspondencia de la transformación lineal 
T : /? 3 -> R 2 , sabiendo que 7’(F 1 ) = (1,0), 7’(F 2 ) = (1,0), 7’(F 3 ) = (0,1) 

b) Calcular T( 1,1,1) 

Rpta. T(x,y,z) = (30x - lOy - 3z, -9x + 3y + z) 

T( 1,1,1) = (17,-5) 

Sea la transformación lineal T: V 2 —> V 2 definida por T(x,y) = (2x - y, x + y) 

a) ¿Es T inyectiva? 

b) Hallar la inversa de T. si existe. 
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Supóngase que la aplicación lineal T: V -> W, es invectiva y suprayectiva, 
probar que la aplicación inversa T~ l : W —*■ V es también lineal. 

Probar que toda transformación lineal T : k 2 —> k~ es de la forma: 

T(x,y) = (ax + by, ex + dy) 

Probar ademas que T es un ispmorfismo si y solo si ad - be * 0 

Sea T : V 3 (R)-> F 4 (/J) una transfonnación lineal tal que 
T(x,y,z) = (x + y, y - 2z, 2x + y, 2x + 3z) y dadas {(1,0,2),(0,1,3),( 1,2,3)} base 
de V 3 (R) y {(1,1,1,1),(1,-1,1,D,(1,-1,-UMl,'-1,-1,--1)} base de V 4 (R) Hallar 
la matriz asociada a T respecto de las bases dadas. 

Sea T: R 2 —> R 2 una transformación lineal donde 

[F] = {(1,1,0),(0,0, ’),(3,0,0)} una base de R 2 [W] = {(2,3),(1,0)} una base de 

R 2 , T(1,1,0) = (1,2), 7(0,0, ^) = (2,0), T(3,0,0) = (6,4) encuentre la matriz 

de la transformación respecto de las bases dadas y encuentre las imágenes de 
los vectores z¡ = (2,4,3), z 2 - (4,6,2). 

Sea T : R 4 —>R 4 . una transfonnación lineal donde 

[V] = (x¡ = (1,0,0,0), Xj = (0,2,9,0), r, = (0,0,1,1), x 4 = (0.0,1,0)} = [W] donde 
T(x t ) = (2,3,4,), T(x 2 ) = (1,4,0.6). 7’(.v 3 ) = (0,3,2,0), T(x 4 ) = (3,0,2,1). 

Hallar la matriz de la transformación lineal respecto de las bases dadas y I 
encuentre las imágenes de los vectores z¡ =(2,2,4, 3), z 2 =(4,0,1,1). 
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(T) Sea la transfonnación lineal /: R 2 -> /? 3 definida por 
f(x,y) = (x + y, x-y, x + 2y), hallar la matriz de f respecto de las bases 
{(1,2),(2,0)} de R 2 y {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3)} de R 2 . 

(i) Una transfonnación lineal /: R 2 -> R 2 está definida por 
f(x,y,z) = (x - 2z, y + z). 

a) Hallar la matriz A de f, respecto de las bases {(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} en 
R 3 {(2,0),(0,2)} en R 2 . 

b) Mediante la matriz A, obtener la imagen de (-2,2,-2). 

(ó) Dada la transformación lineal /: R 2x2 —> R' definida por: 

(a 

/ =)(a + b-c,a + b + d,b + c + d) 

d ) 


a) Obtener 


matriz 


1 lVl OVO OYO 1 


1 11 10 11 1 


f respecto de las bases 


j en R 2x2 y {(0,2,l),(2,0,l),(0,l,l)}en R 3 . 


b) Utilizando la matriz hallada, obtener la imagen de 

( 7 ) Los vectores v, = (1,1,—1), v 2 =(1,0,1), v 3 = (2,1,—1) forman una base de R 2 
y los vectores Wj =(1,0,1,0),tv 2 =(0,1,1,0) ,w 3 =(1,0,0,1), w 4 =(1,1,1,0) 
l'onnan una base de R 4 definamos una transformación lineal /: R 2 -* R 4 , 
tal que f(v x ) = w 2 - w,, /(v 2 ) = w, + w 2 + w 4 , 



/(ví) = W, + 2w 2 + 2vt 3 + i , hallar las bases para N(f) y lm(f). 
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Kamos 

— 


Sea /: R % —> R 2 una transformación lineal definida de tal manera que a Bis) 

elementos de la base R 3 le hace corresponder los vectores (1,3),(5,1) y (0,1) 
respectivamente. 

i) Hallar la imagen (3,-1,5) y N(f). 

ii) Hallar la imagen de un vector cualquiera de R 3 . 

Sea {v,,v 2 ,v 3 } base de R 3 donde v, =(1,2,3), v 2 =(2,5,3), v 3 =(1,0,10).I 
Hallar la transformación lineal /: R 3 —» R 2 tal que ff 1,2,3) = (1,0), 
f(2,5,3) = (1,0), f(l,0,10) = (0,1). Calcular f(l,l,l). 


Hallar la matriz asociada a la transformación lineal T : R 2 —> R definida por:' 


T(x,y) = 2x + y, x - y) 


Rpta. A = 


Sea T: R 3 -> R 7 la aplicaron lineal definida por: 

T(x,y,z) = (3x + 2y - 4z, x - 5y + 3z). Hallar la matriz de T en las siguientes' 
bases de R 3 y R 2 : B = {w i ,w 2 ,w 3 } y B' = {u u u 2 } donde w, =(1,1,1), 
w 2 =(1,1,0), w 3 =(1,0,0), uj =(1,3), « 2 = (2,5) 


R P ta - t 7 !*- = 


-7 -33 -13 
4 19 8 


(J^) Encontrar la representación matricial de cada una de las aplicaciones lineales 
escritas a continuación respecto a las bases canónicas de los R" . 


T : R 2 -> R 3 definida por T(x,y) = (3x - y. 2x + 4y, 5x - 6y) 
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T : R 4 —> R 2 definida por T(x,y,z,t) = (3x - 4y + 2z - 5t, 5x + 7y - z - 2t) 

T: R 3 -> R A definida por T(x,y,z) = (2x + 3y - 8z, x + y + z, 4x - 5y, 6y) 

3 -1 1 

Rpta. [T]= 2 4 ,[T]= ^ ^ ^ ^ ,[?’] = 

5 —6 

"123 r 

Sea la aplicación lineal T : R 4 R : donde A = 1 3 5 -2 es la matriz 

3 8 13 -3 

de T en la base canónica. 

a) Hallar la imagen de T b) Halla el núcleo de T 

Rpta. a) La base de la imagen de T es: {(1,1,3), (0,1,2)}, dim Im(T) = 2 

b) {(1 ,-2,1,0),(-7,3,0,1)} es una base del N(T), dim N(T) = 2 

(l14) Dada la transformación lineal T: > P 2 definida por 

T(a 0 +a¡x + a 2 x 2 +a 3 x 3 ) = «j +a 2 x 2 se pide: 

a) Hallar la matriz asociada a T. 

b) Hallar el núcleo de T y la imagen de T. 

c) Hallar una base del núcleo de A r y una base del rango A. 

‘0 1 0 0' 

Rpta. a) A T = 0 0 0 0 

0 0 1 0 


'2 3 -8 
1 1 1 
4 0-5 
0 6 0 
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b) Una base de N(T) es {1, x ¡ } 


Una base de la Im(T) es {l,x 2 } 


0 10 0 

c) 4= 0 0 0 0, /? g (4) = 2 

0 0 10 


(í?) Sea T : P x P 2 una transformación lineal definida por T(P(x)) = x P(x), hallar 
la matriz de T con respecto a las bases B = {< 7 ,, q 2 }, B ' = {/}, P 2 , P 3 }. 


8 21 

Rpta. A = -1 -3 
-2 -5 


Sea la aplicación T: R 2 -> R 2 definida por: T(x,y) = (2x - 3y, x + 4y), hallar 

M 

la matriz T relativa respectivamente a las siguientes bases de R , B - {e x ,e 2 } 
y B' = , donde e¡ = (1,0), e 2 = (1,3), u x = (1,3), u 2 = (2,5). 


Rpta. [T] bb . = 


2 5-3 . 

Sea A = la matriz en la base canónica de la aplicación matricial de 

1 4 7 


T relativa a las bases {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y {(1,3),(2,5)} de /?' y R 2 

f—12 -41 - 8 ' 

respectivamente. Rpta. = ^4 5 


Rpta. [74 s . = 


-12 -41 - 8 ] 


8 24 5 


(18) Una transformación lineal T: R i -i R 2 esta definida por: T(x,y,z)- (x-2z, y+z) 
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Sea V un espacio vectorial sobre el campo k, donde k = R ó k = C, 

llamaremos producto intemo sobre V a una función < , > : V x V —► k si 

satisface las siguientes condiciones. 

i) <u + v, w> = <u,w> + <v,w>, V u,v,w e V 

ii) < w.v > = < v,u > , donde la barra indica la conjugación compleja. 

iii) <au,v> = a<u,v> y < u, av > = a < m, v > Vaek, V u,v e V 

iv) <v,v> iO y <v,v> = 0 => v = 0, al par (V, < , >) se le denomina 

espacio vectorial con producto intemo. 

OBSERV ACIONES.- 

Q De la definición se observa que <,> es una función que hace corresponder 
a cada par de vectores u,v 6 V un escalar real o complejo. 

© Si k = R, la condición ii) y segunda parte de iii) resultan <u,v> - <v,u> y 
<u,av> = a<u,v> respectivamente. 

Ejemplo.- Sea V = R" y x,yeR n , donde x = (x x ,x 2 ,...,x H ), 
y = , y 2 y n ) en éste espacio definimos. 
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<,>: R"xR" -+R 
(x,y) -► <x,y> 

n 

donde < x,y >= x l y l + x 2 y 2 +-- +x n y n ='^^x i y j , así definida la función 

<=i 

<, > cumple con la condiciones del producto interno. 

En efecto. 

i) Sí z = (z l ,z 2 ,...,zjefl" 

n n n 

<x + z,y>='^(x i +z,)y i =^x í y i +'^z¡y ¡ =<x, y> + <z,y> 


1=1 


i=i i=i 


») 


n n 

<*.»>= y x >y ¡=y >.*. =<y,*> 


i*i i*i 


n n n 

ifi) Siaek, < ax, y > = ^{ < ax i )y, = y o(x,y,) = aj' x¡y¡ = a < x, y > 

¿*1 ¿*l 1*1 

n n 

iv) < x,x > = ^ x,x¡ = > 0 

1=1 1=1 

n 

<x,x> = 0 => yy =0 ^ X, = 0 

/*! 


n 

es un producto interno. 


i=t 


Ejemplo.- Sea V = C n , k = C y x = (xj,x 2 ,...,x n )eC", 

H 

y = (Ji .J 2 ) e C", definimos: < >= ^j^x¡y¡ 

i=i 

La función definida así es un producto interno, veamos que cumple las 
condiciones de la definición: 


0 Si z = (z,,z 2 ,...,z„)eC" 


<x + z. 


n n n 

,y > = y (*, + z, )y¡ = y *<>’.+y z, y¡ = <x,y> + <z,y> 


ü) 


n n _ n 

<x,y> ='J'x¡y, = ^x¡y¡ = /^¡x, =<y,x> 
1=1 


n n n 

ii¡) Si a e C, < ax,y > = y¡) = a/^y, =a<x,y> 

¡=i i=i 


n n 

< x, ay > = x, (ay, ) = ^Tx,a y. 

/=i i=i 


n n 

= V = a^x¡y, =a<x,y> 

¡m /=i 


n i 

iv> < x.x > = y *,*, = y,l x , l 2 s0 

í=I 1=1 
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n 

<x,x> = 0 <=> x, | 2 = 0 


| x, | = 0, V i = 1,2,, ..,n 


o x = 0 


Ejemplo.- Consideremos V = R 2 y definimos <,> : R'xR tal que: 

<x,>>>=x,^ 1 - 3x2^2. donde x = (X|,x 2 ), y = (y\,yz) 
averiguar si la función así definida es un producto interno. 


Solución 


i) Sea z = (z,,z 2 )en 


< x + z,>— (X| + z l )y i -3(x 2 + z 2 )y 2 

= (x,^, -lx 2 y 2 )+(z l y i -3 z 2 y 2 ) =<x,y> + <z,y> 
li) < x, y >— X|_y¡ -3x 2 y 2 =y,x, -3y 2 * 2 = <**> 

iU) Sea a e R 

< ax, y >= (ax,)y, -3(ax 2 )>'2 =a(x { y¡ - lx 2 y 2 ) = a < x,y > 
análogamente <x,ay> = a <x,y> 

iv) < x, x >= x 2 - 3x| no siempre es mayor que cero en consecuencia 

< x,y >= x¡y¡ -3 x 2 y 2 no define un producto intemo. 


Ejemplo.- Sea V = {f : [0,1] -> R / f es continua}, definimos en este 
espacio vectorial una función < f,g >= jf f(t)g(t)dt. 

Verificar que la función así definida es un producto interno. 
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Luego regresando a (*) tenemos que: 


°< I 


\f(t)\ 2 dt< |/(r)| 2 rfr = 0 


lo cual es una contradicción, la contradicción proviene del hecho de 
haber supuesto f * 0, luego concluimos que f = 0. 


Ejercicio 

Consideremos el espacio vectorial (>? 2 ,+,/?,.) y la matriz simétrica 

a d 2 2 

A = .definimos: <,>; R~xR -» R , tal que 

d c 

a d y¡ 

<x.y >=(*,,j; 2 ) .donde x = (x,, x 2 ), y = (y¡,yi)- 

l d c Jb2j 

Determinar las condiciones para que la función así definida sea un producto 
interno. 

DEFINICIÓN.- 1 

Sea V un espacio vectorial sobre k, con producto interno (<,>), la norma de un 
vector v e V es denotado por || v ||, y definido por || v || = y¡< v.v > , <v,v> > 0 

Ejemplo.- En R 2 , v = (3,l) 

< v, v >= 9 +1 = 10 

II v|| = J<V,V> = \/Í0 I 


Ejemplo.- Sea V = {f: [0,1] -» R / f es continua) 
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' 8> 'í 


f(t)g(t)dt y </,/>= I f 2 U)di 


= sj< /•/ > = yj j ^f 2 (t)dí , caso particular, sea f(x) = e x ,f 2 (x) = e 2 ' 


¡1/11= J I e *dx = ) j-(e-l) 


TEOREMA.- 

Sea V un espacio vectorial sobre k, con producto interno, entonces se cumple, 

i) ||av|| = la! ||v||, V a € k, V v e V ii) ¡|v|| > 0 y ||v|| = 0 <=> v = 0 

iii) |<u,v>| < ||u|| ||vi|. V u,v e V, (desigualdad de Cauchy - SCHWARTZ) 

iv) ||u + vjl á ||u|| + ||vf|, V u,v e V, (desigualdad triangular) 


Demostración 


i) II ov ||= J< av,av > = Jaa < v.v > 


= yj\ |< v, v > =| a | -y/< v, v > = | a 11| v | 


ii) Es consecuencia directa de la definición de producto interno. 


iii) Probaremos que | <u,v> I < II u IIII v II, V u,v e V 


ler. Caso: Sí u = 0 


<u,v> = <0,v> => |<0,v>| = 0 = ||6|| ||v|| 
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2do. Caso: Sí u # 0, definimos v = v - ■■■ u 

llwll 2 


afirmamos que <w,u> = 0 


En efecto: 


<V,W> <V,W> 

<w,u> = <v- —u,u> = <v,u>- r— < u,u > 

llwll 2 llwll 2 


<V,W> M ,|2 n 
= <V,W> - — W =0 

llwll 2 


„ „ , ,2 <v,n> <v,w> 

Luego 0< ve =<v- 1 — w,v-r-w> 

llwll 2 llwll 2 


<V,M> <V,M> < V,M > 

= < V-— W,V > - < V-r-W,-r-w > 

llwll 2 llwll 2 llwll 2 


<V,M> <v,w> <v,w> 

< V,V >-— < W,V >-—— < V- - W,M > 

llwll 2 llwll 2 ||w|| 2 


< W, V > 

< V, V >-7— < W, V > = 

llwll 2 


|v|| 2 -^f 

llwll 2 


tomando extremos se tiene: 


0 < II v 


2 | < v,w > | _ | < V,w > | 


- < II VII 2 |< w, v > | 2 < (|| w mi v || ) 2 


I <u,v> I < II u INI v | 


iv) Probaremos ahora que: || u + v |¡ < || u|| + || v 
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II U + V || = <U + V, U + V> = <U, U + V> + <v, u + v> 

= <u,u> + <u,v> + <v,u> + <v,v> = || u || 2 + II V || 2 + < U, V > +< W, V > 


= li«n 2 +1| v|J 2 +2 Re(< w, v >) 

...(1) 

<||w| 2 +|| v|| 2 +21< u, v >| 

... (2) 

-II w || 2 +1| vH 2 +21| u IjfJ v|| 

... (3) 

= 01 «¡1 +II vil) 2 



Luego extrayendo la raíz cuadrada a ambos miembros de la desigualdad 
tenemos: || u + v || S || u || + || v || 


NOTA.- En la demostración de (iv) se ha hecho uso de: 

(l) z + z = 2Re(z), V zeC Re(z) < | z |, VzeC 

La parte (iii) del teorema. 

js.4. ORTOGONALIDAD - CONJUNTO ORTOGONAL - 
_ CONJUNTO ORTONORMAL.- ___ 

DEFINICIÓN.- Sea (V,H-,k,.) un espacio vectorial con producto interno 
donde k = R ó k = C. 

i) Dados u,v e V, diremos que u,v son ortogonales sí y sólo sí <u,v> = 0. 
NOTA.- Si u es ortogonal a v denotaremos por “u i. v” 

ii) Sea W c V un subconjunto, definimos el conjunto 
W 1 = {v e V! < v, w >= 0, V w 6 W) W 1 se denomina conjunto ortogonal 


a W. 
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iii) Sea WcVun subconjunto, diremos que W es un conjunto ortogonal sí y 
sólo sí V u,v e W tal que u * v implica que <u,v> = 0 

iv) Sea W cVun subconjunto, diremos que W es un conjunto ortonormal si 
y solo si W es ortogonal y ||u|| =1, V u e W. 

OBSERVACIÓN.- Sea V un espacio vectorial con producto interno, si W 
es un subespacio de V, entonces V 1 es también un 

subespacio de V dejamos al lector la verificación. 

Ejemplo.- 

1) Sea (R 1 ,+,/?,.) un espacio vectorial sobre R y u,veR 2 3 donde 
u = (x,y), v = (-y,x) entonces <u,v> = -xy + xy = 0 => ulv 


2) Sea el espacio vectorial (/?",+, R, ) y 

W = {(1,0.0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)} W es un conjunto ortonormal 

pues <e i ,e j > = S tj . 

3) Sea el espacio vectorial V = {f: [0,1] -> R / f es continua} con producto 


intemo como < f, 


•* >T Í 


/ (t)g(t)dt consideremos el conjunto: 


W = {A(Ó = 1, /„ (/) = VI eos 2nnt, g n (í) = VI sen 2 nnt /neN} probar 

que W es un conjunto infinito ortonormal. 


Solución 


i) Fijamos h(t) = 1. 


Primero hagamos variar /„ (t) 
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< ^./n >= fl •/■'(*)<#» j VI eos 2nnt dt =-^-sen2nrt t¡ 

Jb Jb 2/i/r / o 

VI VI 

=-(sen 2 nn - sen 0) =-(0 - 0) = 0 

2 nn 2nn 

Luego <h,f n >= 0, VneN 
Ahora hagamos variar g n (t) 

< h<g n >= j J2sen2n nt dt =—^-cos nnt¡ 

Jb Jb 2n n / o 


-VI -VI 

-(cos2/Tn -cosO) = ——(1-1) = 0 

2 n n 2 n n 


Luego <h,g„ >-0, VneN 
ii) Sean f m (t), g„ ( t ) tal que m = n 

< f m >g„ > = )„(t)g„(t)dt = 2eos2/i^r/.sen 2nnt dt 

Í 1 /■ 1 

sen4^r«/íJ/ =- cosAnnt - -(1-1) = 0 

4;r« ' o 4;m 


Luego < f„,g n > = 0, VneN 


iii) Sean f m (r), (/) tal que m * n 


”* n> Í 


fm( t )g n ( t )dt = i 2(cos2/i/rt)(sen 2nm)dt 


332 


Eduardo Espinóla Ramos 


= I [sen 2/r(« + m)í + sen 2 7r(n-m)]dt 


1 1 /' 

= [-eos 2 trln + m) -eos 2 x(n -m)t]l 

2n(n + m) 2n(n-m) ' o 


1 ( 1 - 1 ) 


2/t(n + m) 2 x(n-m) 


(1 — 1 ) = 0 


Luego <f m ,g„>= 0. V m * n 
iv) Ahora demostraremos que || f n || = 1 y || g„ || = 1, V n e N 


a) II fn II = y¡<fnJn > > elevando al cuadrado 


r}(t)dt = 2 | eos 2 2nnt dt 


II /Jl 2 =</,./»>= | fniOdt = 2 | eos 2 2 nnt dt 

= | (l + cos4;rnf)<ft = [f +—^—sen4 nnt)l =1+0=1 
J, 4 7i n '0 

Luego || /„ || 2 = 1, en consecuencia || /„ ||= 1, V n e N 

b) || g n II = V<g„.g„ > , elevando al cuadrado 


I gn \\=<g, 


„g„ > = Í g 2 n(t)dt = 2 1 sen 2 2 Jint dt 
= j\l+cos4;mf> 


= | (1 + eosArrnt)dt = 1 -0 = 1 


Luego ||g„|t 2 =l, entonces ||gJ|=l,VneN 
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De (i), (ii), (iii), (iv) concluimos que: 

W = {1,/„(*) = 'j2cos2nnt,g n (t) = y¡2sen2nnt/ne N} en un conjunto 
ortonormal infinito. 

5.5. TEOREMA.- 

Sea V un espacio vectorial con producto interno y W = {v,, v 2 v„} c V un 
conjunto ortogonal donde v,*0, V i = l,2,...,n, W es linealmente 
independiente sobre k. 

Demostración 

n 

Sea y^ v, = 6 , fijamos k donde 1 < k < n y consideremos v* , calculando: 

i=i 

n n 

< ^ a ' v > ,v * >=<<9 > v *> => yy <v ¡> v k >=o —o) 

i=i i=i 

como W es ortogonal < v,, v k > = 0, V i * k 


Luego de (1) tenemos 


n 

^a i <v i ,v k > = a k <v k ,v k > = 0 ya que v* *0 y 

i=i 


< v k , v k >= || v k || 2 > 0 entonces a k = 0, V k 


{y,, v 2 v„} es linealmente independiente. 


COLORARIO. 


Sea V un espacio vectorial con producto intemo,. W = {v,, v 2 v„} c V un 
conjunto ortogonal donde v, ■ * 0 , V i = 1,2 .n 




© © 
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OBSERVACIONES. 

Si W es ortogonal se tiene que a k =<v,v k >, 1 < k < n 
Si v es combinación lineal de los elementos de W. 

n 

Z < V,V. > 

- v , 

Ikll 2 

Ejemplo.- Sea (7? 3 ,+, /?,.) un espacio vectorial sobre R. 

W = {(3,0,4),(-4,0,3),(0,1,0)¡ un conjunto ortogonal de R 3 . 
Expresar (3,1,2) como combinación lineal de los elementos de 
W. 

Solución 

(3,1,2) = a, (3,0,4) + a 2 (-4,0.3) + a 3 (0,1,0) 

donde haciendo uso de la observación tenemos 
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< (3,1,2),(3,0,4) > 9 + 0 + 8 17 


II (3,0,4) |¡ 2 


9 + 16 25 


= < (3,1,2), (-4,0,3) > _ -12 + 0 + 6 = __6_ 
32 " || (-4,0,3) || 2 ” 9 + 16 ~ 25 


<(3.1,2),(0,1,0)> 0 + 1+0 [ 

a3_ II (0.1,0) II 2 " 1 


.-. (3,1,2) = (3,0,4) - A (_4, o, 3) +1(0,1,0) 


PROCESO DE ORTOGONALIDAD DE GRAM SCHMIDT. 


TEOREMA.- Sea V un espacio vectorial sobre k con producto intemo finito 
dimensional (ditn V = n). Si v 1 ,v 2 ,...,v m (m<n)son vectores 
linealmente independiente de V. 

Entonces se puede construir vectores ortogonales w,, vv 2 ,..., w m e W tales que 

para cada k = 1 ,2 .m, el conjunto {v,, v 2 v k } sea una base del subespacio 

generado por w,, w 2 ,..., w k además {h', , w 2 w k } es una base de 
L{v,,v 2 ,...,v*}. 

Demostración 

Definiremos la base por inducción 


Sea H’| = v. 


<v 2 ,v, > 

h>2 = v-, --—— Vtj 

z - II ... I|2 


< rv,, m' 2 >= 0 es decir que h+Iw, 
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AFIRMAMOS.-que w 2 * 0 


< y- > 

En efecto si w 2 = 9 => v 2 = —w, lo cual es contradictorio con el 


hecho de que Vj = y v 2 son linealmente independiente. 


Construimos w 3 = v 3 


<v,,w 2 > <V 3 ,M'| > 

--—-— w-> --- - - 

II ... I|2 2 II ... ||2 


M'| afmnamos que w, * 9 


En efecto, si suponemos que w> 3 = 9 , entonces 


< v,,w, > < v 3 ,w>, > 

v 3 =---rr~W 2 +--^—W| 

3 II ... I|2 z ll ... ||2 1 


es decir v 3 es una combinación lineal de w, y w 2 pero w, y w 2 son 
combinaciones lineales de v¡ y v 2 , entonces v 3 seria combinación lineal de 
v i y v 2 q ue es una contradicción, pues {v,,v 2 ,v 3 } son linealmente 
independiente, con lo que queda probado que w 3 * 9 . 

Supongamos que se ha construido w, , vv 2 ,..., w k vectores ortogonales, tales 
que {w,, iv 2 ,.., w k } es base de ¿{v,, v 2 ,..., v*}, 1 < k < n 

Ahora construimos el vector v A+1 del modo siguiente: 


w*+i = v * + | — 


- 5 —n -. 
n- 


<v^,,w, > 




afirmamos que w’ í+1 * 9 


si suponemos que w k+l = 9 , de (1) tenemos 
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Z-J II vv. II 2 


pero cada w, -es combinación lineal de {v,, v 2 ,...,¡, entonces de (2) 
concluimos que V t+1 es también una combinación lineal de los vectores 
V|,v 2 ,...,v jt que es una contradicción puesto que {v,,v 2 ,...,¡ son 
linealmente independiente. 

ahora afirmamos que: < u' 4+t , > = 0, V j = 1,2,...,k 

En efecto, sea 1 < j 0 < k donde j 0 es fijo. 

k 

Z < Vl + , , w > 

H ^ 1,2 - W’Wjo > 

k 

Z < v *+l* w i > 

II w. || 2 < W ‘ ’ W)0 > 


< i W j a >-<V* + |.W y 


pues <w„r > = 


0 si i * j 0 


% II Si i = j 0 , 1 < Jo < ¿ 


Luego se tiene < w k+y , Wj > = 0, V 1 < j á k 

Entonces {w,, w 2 ,...,w* +1 } es un conjunto ortogonal y en consecuencia 
linealmente independiente por el teorema 5.5 y por lo tanto base de 
L{v,, v 2 ,..., v*} haciendo uso de (1) podemos proseguir hasta obtener 

{yv,,w 2 conjunto ortogonal y por consiguiente base de 

£{' , i,v 2 ,...,v m }. 
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COLORAR1Q.- | 

Todo espacio vectorial con producto interno finito dimensional tiene una base 
ortonormal. 

Demostración 

Sea V espacio vectorial tal que dim V = n 

{v,, v 2 ,..., v„} una base de V, entonces por el proceso ortogonalización de 
Gram - Schmidt existen W|,w* 2 ,...vectores ortogonales y por lo tanto 
{W],w 2 w „} es una base de V. 


construimos u¡ = ——, luego || u¡ ||= 1 

II w, || 


{u l ,u 2 , -,u n } es una base ortonormal para V. 
Ejemplo.- Ortogonalizar la base {(1,3),(2,1)} de R 


Solución 


=(1,3) 


w 2 = ( 2 ,1)- <( ^ )> (U) = (2.D-^(U) = i(3,-l) 


1 7 

Luego {(1,3),—(3,-1)} es una base ortogonal para R y 


1 1 2 

{—==(1,3),—j=(3,—1)} es una base ortonormal para R . 

Vio Vio 


Ejemplo.- Hallar una base ortonormal a partir de la base 
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Demostración 

i) Si W = {9}, entonces V - W 1 y se cumple que V = (V ® W 1 
íi) Si {9} * W <2 V 

Sea {v,, v 2 v„ } una base de V, tal que (v,, v 2 v m } es una base de 
W donde m < n por el proceso de ortogonalización de Gram - Schmitd 
existe {w|,w 2 ,...,w' m ,...,w’, 1 } base ortonormal de V, entonces 
{w,, w 2 } es una base ortonormal de W en virtud del teorema 5.5. 

Ahora demostraremos que W ± - I{w m+1 , w m+2 w „} 

a) Tenemos que < Wj , w, > = 0 para todo j * i, luego 
H m+ ,, w m+2 ..... w„ pertenece a W 1 . 

.. L{w m +\ * vv m+2 w n ) < — ^ 
n 

b) Sea u e W v el' => u = ^ * a,v*’, ••• (*) 

i=i 

(pues {w,, w 2 ..... w m ..... w n } es base ortonormal de V) 

=> a i =<u,w i >; pero u e W => u es ortogonal a cualquier 
elemento de W, en particular lo es con w,,w 2 ,...,w m => 

a, =a 2 = ... = a m =0 entonces de (1) 

K= Y<«, W ' > ’ V ‘ ^ U€ L l W »+l ’ VV " l+ 2. w n í 

i=m -fl 


c¿{w m+1 ,w m+2 ,...,w n } 
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de (a) y (b) se concluye que: W 1 = L{w m+l , w„} 

por lo tanto V = W © W x 

Ejemplo.- Hallar el complemento de W = {(x,y,z) e R 3 /2x + y-z = 0}. 

Solución 

Calculando una base para W 

(x,y,z) eW 2x + y - z = 0 => z = 2x + y 

(x,y,z) = (x, y, 2x + y) = (x, 0, 2x) + (0, y, y) 

(x,y,z) = x( 1,0,2) + y(0,1,1) de donde W = L {(1,0,2),(0,1,1)} 

Extenderemos la base de W a una base para R 3 . 

Sea {(1,0,2),(0,1,1),(1,0,1)} la extensión ahora ortogonalizaremos mediante el 
proceso de Gram - Schmidt. 





342 


Eduardo Espinoza Ramos 



(T) Sean x = (x,,x 2 ), y = (y, ,y 2 ) e R 2 , averiguar si las funciones dadas a 
continuación definen un producto interno sobre R 1 . 


a) f(x,y) = x i y l +ix 2 y 2 

b) f(x,y) = x l y¡-2x { y 2 -2x 2 y i +5x 2 y 2 

0 Sean x = (x,,x 2 ), y = (y,,yi) e /? 2 ¿para qué valores de k la función 
/(x,y) = x,y, -3x,y 2 -3 x 2 >>[ +^ 2^2 es un producto intemo sobre R 2 ? 

© Dado « = (M| ,u 2 ) y v = (v,,v 2 ) elemento de C 2 . Averiguar sí la función: 

f(u,v) — u i v¡ + +(1 + 1 )«!vj + (1 — i)u 2 + 3m 2 v 2 define un producto intemo 
sobre C 2 . En caso de que resulte ser producto intemo hallar la norma de 
u = (2-3i,l + 2i) e C 2 . 

© Verificar que el siguiente es un producto intemo en R 
< m,v > = x,y¡ -x¡y 2 -x 2 y¡ +lx 2 y 2 donde u - (x, ,x 2 ) , v = (y, ,y 2 ) ■ 

© Probar que cada uno de los siguientes no es un producto interno en R donde 
m = (x,,X 2 ,x 3 ) y v = (y|,y 2 .^3)- 

a) <W,V>=X 1 >’| +X 2 y 2 k) <M,V>=X 1 >’2 X 3 + >'l X 2>'3 


(ó) Sea V el espacio vectorial de los polinomios sobre R, probar que 
<f,g>= í f(t)g(t)dt define un producto interno en V. 
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Consideremos un espacio vectorial (V,+,k,.) y un endomorfimo f: V -> V, en 
muchas aplicaciones es útil encontrar un vector v e V tal que f(v) y v sean 
paralelos, es decir: se busca un vector v y un escalar X tal que f(v) = Xv y ésta 
relación es la que estudiaremos. 

6.1. DEFINICIÓN,- 

Sea V un espacio vectorial sobre k y f: V—> V un endomorfismo, un número 
X e k es un “valor propio” de f, si existe un vector v * 0, v e V, tal que: 

f(v) = Xv ...(1) 

Todo vector v que satisface (1) se llama vector propio de f correspondiente al 
autovalor X. 

NOTA. 0 Las expresiones “valor propio”, “valor característico” y 
“autovalor” son sinónimos. 

(T) Las expresiones “vector propio”, “vector característico” y 
“autovector” son sinónimos. 

Ejemplo.- Consideremos el espacio vectorial (/? 2 ,+, R,.) y la 
transformación lineal /: R 2 -» R 1 definida por 
f(x,y) = (2x, 2x - 2y), el escalar X = 2 es un valor propio de f, puesto que el 
vector no nulo (2,1) es tal que: 

f(2,l) = (4,2) = 2(2,1) y (2,1) es un vector propio asociado al valor propio 2. 
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Ejemplo.- Consideremos /: P? -> R } una transformación lineal definida 
por f(x,y,z) = (x,y,-z). Hallar los valores propios y vectores 
propios. 

Solución 

f(x,y,z) = A.(x,y,z) = (x,y,-z), de donde se tiene que: Xx = x, Xy = y. -Xz = z 

para x * 0, y * 0, z * 0 => X = ± 1 son los valores propios y sus vectores 

propios (x,y,-z) * (0,0,0) 

Ejemplo.- Encuentre los autovalores y autovectores correspondientes a las 
siguientes transformaciones lineales /: R 1 R 2 tal que 
f(x,y) = (2y, x) 

Solución 


f(x,y) = (2y,x) = X(x,y), de donde 


2y = Ax 
x = Ay 


2 y = A 1 y , y * 0, A 2 = 2 => A = ±V2 


Los autovalores de f son A = ±V2 

2y = Xx , x = Xy para A = \¡2 , se tiene 2y = \/2x, x = v/2>> => y¡2y = x 
(x,y) = (\Í2y,y) = (\Í2,l)y 


Luego los autovectores son (>/2,l )t, t e R 

6.2. VALORES Y VECTORES PROPIOS PE UNA MATRIZ.- [ 


Sea A una matriz de orden nxn con componentes reales. F.1 número X (real o 
complejo) se llama autovalor de A si existe un vector y diferente de cero tal 
que: 
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Av = A.v < ... (2) 

El vector v * 0 se llama autovector de A correspondiente al autovalor X. 

DEFIN1CIÓN.- 

Si A es una matriz cuadrada, entonces un escalar X es un valor propio de A si 
satisface la ecuación. 

det (XI - A) = 0 ...(*) 

A la ecuación (*) se le denomina la ecuación característica de A. 


Ejemplo.- Encuentre los valores propios de la matriz A = 


Solución 


AI - A = A 


1 0| I 3 2 


0 1-1 0 


2]_[/l-3 -2' 

dJ"L 1 -L 


A —3 —2 

det(^/ -A) = \AI-A\= t ^ =A 2 -3A+2 = 0 


A 2 - 3A + 2 =^0 => X = 1, X = 2 estos son valores propios de la matriz A. 
Ejemplo.- Obtener los valores y vectores propios, si existen, de la matriz 


Solución 


Calculando los autovalores X de la matriz A. 


AI -A = A 


1 01 f2 1] [A-2 -1 


0 110 3 0 A —3 
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"A —2 —1 

det(/í7 -A) = \AI-A\ = q ^ ^ = (A-2)(/l-3) = 0 


de donde A = 2, X = 3 son los valores propios de A para X = 2 calculamos 
los vectores propios 


(x,') r¿-2 -1 ¥i,l (0') ( 0 -lYx, (0 

(AI-A) 1 =0 donde 1 = => 1 = 

L ® /i-3j^x 2 J [o) io -lj[x 2 ,l 1,0 


Ojc, - x 2 = 0 
Ojcj - x 2 = 0 


x 2 = 0 


X, 1 {1 


x 2 ) 1,0 


para X = 3, calculamos los vectores propios de A 


(AI - A)X = reemplazando se tiene: 

, 0. 


1 -lYx, 0 


o 0 x, 0 


efectuando operaciones 


jcj -x 2 =0 => Xj = x 2 

x = (x ¡ ,x 2 ) = (x 1 ,x l ) = x ] (l¡) 

por lo tanto los vectores de la matriz A son (1,0) y (1,1). 

OBSERVACIÓN.- Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes. 

(7) X es un valor propio de la matriz A. 

© El sistema de ecuación (AI - A)X = 0 tiene soluciones no triviales. 

(T) Existe un vector X en R n diferente de cero, tal que AX = XX. 
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Si X es un valor propio de A, entonces el espacio solución del sistema de 
ecuaciones (Ai - A)X = 0 se denomina el espacio propio de A correspondiente 
a A, y los vectores diferente de cero en el espacio propio de A correspondiente 
a X. 

Ejemplo.- Hallar los valores y vectores propios de la matriz 
‘ 3 -2 0' 

A = -2 5 0 

0 0 5 

Solución 

Calculando los valores propios de A. 

[10 0 

| AI-A | = 0 => A 0 1 0 
L 0 0 1 

A- 3 2 0 

0 A- 3 0 =0,de donde 

0 0 A- 5 

(A - 5)(A - 31 2 = 0 => X = 3, X = 5 son los valores propios de A. 

X| 

x 2 

*3 

x es un vector propio de A correspondiente a A sí y sólo si x es una solución 
no trivial de (AI - A)X = 0 es decir, solución no trivial de: 




1 [ 3 -2 0] 

- -2 3 0 =0 

0 0 5 
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A-3 2 O ir*,] [O' 

2 A-3 O x 2 = O 

O O A-5 x 3 O 


si k = 1, la ecuación (*) se transforma en: 


-2 2 0 1 x, 

2 -2 O x 2 

O O -4j x 3 


-2x¡ + 2x 2 = O 
2xy - 2x 2 = O => 
-4x 3 =0 


x, =x 2 
x 3 =0 


X = X 2 = X, = JC, 1 son los vectores propios de A correspondiente a k 1 

_jc 3 J [oj [O. 

'2 2 oITjc, I LO' 

Si k = 5, la ecuación (*) se transforma en: 2 2 0 x 2 = 0 

o o oJL* 3 J Lo. 

2*i +2 x 2 = 0 => x 2 = -x,, rje/í 


* = x 2 = -JC, = x, -1 + *3 0 

_* 3 j L x i\ L OJ L 1 . 

por lo tanto los vectores propios de A correspondientes a k = 5 son los vectores 
diferentes de cero de la forma. 


x- -Xi = .t, -1 +A3 0 
x 3 0 1 _ 
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OBSERVACIÓN.- Todo endomorfismo en V, donde V es un espacio 
vectorial de dimensión finita y mayor ó igual a 1 sobre 
el cuerpo de los complejos admite vectores propios. 

Pero si el cuerpo no es C, entonces puede no existir vectores propios. 

Por ejemplo: Sea (R 2 ,+,R y .) el espacio vectorial sobre R y 
/: R 2 -> R 1 , tal que: 

f(x,y) = (x eos 9 - y sen 9, x sen 0 + y eos 0 ) 

si existe(x,>•) e R 2 , (x,y) * (0,0), tal que para algún ). e R, f(x,y) = /.(x,y) 
entonces: 

(x eos 0 - y sen 9, x sen 0 + y eos 0) = (3.x, X.y) 

[.reos #-7 sen# = Ax f(A-cos#)x+ ysen# = 0 

( de donde <! 

[x sen # + y eos 0 = Ay [ - sen # - x + (A - eos 0)y = 0 

. . .... A- eos# sen# 

El sistema admite solución no trivial si: = 0 

-sen# A -eos# 

(A-cos#) 2 +sen ’ # = 0 => A 2 - 2 Acos# + l =0 => A =cos#±Vcos 2 #-l 

Si 0 = 60° => A = s? R 

2 V 4 

Solo existe vectores propios si 0 = mi. 


Consideremos (R 2 ,+, C,.) existen valores y vectores propios. El endomorfismo 
f representa una rotación del plano de ángulo 0 alrededor del origen. 
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Si f : V->V es una transformación lineal, y además existe una base 
[V] - {v l5 v 2 ,...,v„) formada por los vectores propios de f correspondientes a 
los valores propios A¡,A 2 ,...,A „, entonces la matriz de f respecto de esta base 
es la matriz diagonal. 

'At 0 0 ... 0 

0 A¡ 0 ... 0 

D = 

0 0 0 ... A„ 


Demostración 

La matriz de f respecto de la base [V] se obtiene determinando las imágenes de 
los vectores de dicha base, y teniendo en cuenta la definición de vector propio: 


/( v ,) = A,v, = A,vj +0v 2 + 0v 3 +... + 0v„ 
f(v 2 ) = ^v 2 = 0v, + A^ v 2 + 0v 3 +... + 0v„ 

/(v„) = K = 0v, + 0v 2 + 0v 3 +... + A„v„ 

'4 0 0 ... 0 

0 ^ 0 ... 0 

En consecuencia D - 

0 0 0 ... A n 
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OBERVACIÓN.- 

(I) Del teorema demostrado, diremos que la transformación lineal f es 
diagonalizable. 

© Si dim V = n y f: V->V es un endomorfismo que admite n valores 
propios distintos, entonces f es diagonalizable. 

© En términos de matrices diremos que si Aek" x " admite n valores 
propios distintos, entonces existe p no singular, tal que P 1 AP 

es diagonal. 

Ejemplo.- Determinar los valores y vectores propios de la matriz 

A= 3 * y la matriz diagonal D. 

—2 2 J 

Solución 

Calculando los valores propios de A. 

det(/l/ - A) = \A¡ - A\ = Á ~ 3 =0 


(X - 3)(X - 2) - 2 = 0 de donde A 2 - 5A + 4 = 0 entonces 


A 2 =4 


son los valores propios 


para cada valor de A resolveremos el sistema 


(M - A)X = 0 es decir: 


A-3 1 IM f0 


2 A-2 x, 0 


Si A, = 1, 


-1 *2 0 . 


-2x l + x 2 = 0 
2 .r, -x 2 = 0 


*2 = 2x \ 
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' x \ 1 

= =x, 

. 2x \l L 2 . 


Luego x’= es un vector propio asociado a A¡ = 1. 

, 2 , 


1 11 jc, 0 í x, + x 2 = 0 

Si A-, =4, - \ => x 2 ~—Xt 

L 2 2 JL x 2 j L°J [2jr, +1x 2 = 0 2 


= jc, 

- X , -1 


Luego .v" = ^ es un vector propio asociado a X = 4. 


Los vectores x ', x' ' son linealmente independiente y forman una base de R 


A es diagonizable, y su forma diagonal es: D = 


P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios es decir: 


1 _ )_ 

P n >1 ^ P -i = 3 3 

2 -1J 2 _l 

3 3. 


p'ap= 3 


3 3 

1 -2 


-1 1 


2 2 -1 


P~ ] AP = D 
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6.5. POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ.- 


DEFINICIÓN.- El polinomio característico de una matriz Aek"'" es el 
determinante de la matriz XI - A es decir: 


A-u n -a 12 ... -a u 

-«21 A~ a 22 ■■■ ~ a 2n 

P(A) = det(A/ -A)~ 

—C¡„\ ~~ a n2 ^~ a nn 

desarrollando el determinante se tiene: P(A) = A" +c„_¡A"~' + ... + c i A + c ü 

Ejemplo.- Determinar el polinomio característico de la matriz A siendo 
'-1 2 —3" 

A= 2 2-6 

2 2-6 


Solución 

A + l -2 3 

P(A) ~\AI-A\ = -2 A-2 6 

-2 -2 A + 6 

= (X + 1)[(X - 2)(X + 6) + 12] - (-2)[-2(X + 6) + 12] + 3(4 + 2(X - 2)) 
P(A) = (A + l)(A 2 +4A)-4A + 6A => P(A) = A 2 +5A 2 +6A 


Las raíces de P(X) = 0 son: A 3 + 5A 2 + 6A = 0 X(X + 3)(X + 2) - 0 


de donde A¡ = 0 , A 2 = -3, = -2 
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PROPIEDADES.- 

E1 escalar X es un valor propio de la matriz A e k" x " sí y sólo sí X es raíz del 
polinomio característico de A. 

Si X es un valor propio de A entonces A - 3.1 es singular, y por 

consiguiente también lo es 3.1 - A o sea det (3.1 - A) = 0. 

En consecuencia, 3, es una raíz del polinomio característico. 

© Supongamos que 3. sea una raíz del polinomio característico de A. 
Entonces det (3.1 - A) = 0 ósea que 3.1 - A y A - 3.1 son singulares, 
esto significa que X es un valor propio de A. 

Ejemplo.- Encuentre los valores característico de la matriz 

'4 0 1' 

A= -2 1 0 
-2 0 1 

Solución 

A-4 0 -1 

Sea P(A) = det(A/ -A) = 2 A -1 0 

2 0 A- 1 


P(A) = (A- 1) A 4 ‘ =(X- 1)[(3-4)(3 - 1) + 2] 

Z A — 1 


= (A-\)(A- - 5/i + 6 ) = (A-l)(/l-2)(/l-3) = 0 


de donde los valores propios de A son: 


A\ — 1, Ai — 2, Aj — 3 
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MATRICES SEMEJANTES V DIAGONAL1ZAC1ÓN.- 


MATR1CES SEA1EJANTES.- 


Sean las matrices A y B de orden nxn se dice que la matriz A es semejante a la 
matriz B si existe una matriz P invertible de orden nxn tal que B = P y AP 


OBSERVACIÓN.- La definición dada también se puede expresar así: 

Las matrices A y B de orden nxn son semejantes sí y sólo sí existe una matriz 
invertible P tal que PB = AP. 


Ejemplo.- Dé dos matrices semejantes. 





como det(P) =1*0, Pe invertible por lo tanto A y B son semejantes. 

Ejemplo.- Dé una matriz semejante una matriz diagonal. 

'1 0 Ol [-6 -3 -25l I"2 4 3 ' 

Sea D= 0 -I 0 , 1 = 2 I 8 y P= 0 1 -1 

002 [22 7 J L 3 57 . 

donde P es invertible porque det(P) = 3*0, entonces 

'2 4 3 T -6 -3 -25] [2 4 -5' 

PA= 0 1-1 2 1 8 =0-1 1 

3 5 7 J L 2 2 7 j |_6 10 14 
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1 O Oír 2 4 3 ] I"2 4 3' 

DP= 0-1001 -1=0-1 1 

0 0 2_¡|_3 5 7 J [_6 10 14 

como PA = DP entonces A y D son semejantes. 



Si A y B son matrices semejantes de orden nxn. entonces A y B tiene el mismo 
polinomio característico y por lo tanto, tiene los mismos valores propios. 

Demostración 

Como A y B son semejantes => 3 P invertible tal que B = P ] AP y 
det(5-A/) = det(P~' AP - AI) = del(P~ ] AP - P~'AIP) = det(P~'[AP-IIP]) 

= det[P _1 (A - AI)P] = det( P~' )det( A - Al) det(P) 

= det( P') det( P) det( A-AJ)=> det( P'P) det( A - AI) 

= det(I) det( A - A.I) = det(A - XI) 

esto significa que A y B tienen la misma ecuación característica y como los 
valores propios son raíces característico, tiene los mismos valores propios. 

6.8. MATRIZ DIAGONIZABLE.- 

Se dice que una matriz cuadrada A es diagonizable, si existe una matriz 
inversible P tal que/^'/lP sea diagonal; se dice que la matriz P diagonaliza a 
la matriz A. 

Si existe una matriz ortogonal P tal que P~ ] AP es diagonal, entonces A es 
diagonizable ortogonalmente, y se dice que P diagonaliza ortogonalmente a A. 
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Ejemplo.- 


Encuentre una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A 
f3 ll 

donde A = 


Solución 

Calculando los valores propios de A. 

A-3 -1 

P(/l) = det(i/-^)= =0 

-1 A -3 

P(A) = (A ~})~-1 =0 => /l 2 -6/l + 8 = 0 entonces 

U =2 

(X - 2)(X - 4) = 0 => ' 

14=4 

La matriz diagonal D = 


Calculando los vectores propios de A. 

Para esto cada valor de X resolvemos el sistema. 
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Luego x' = i es un vector asociado a ^ = 2 


i -i x, ro 


-1 1 he, 0 


x, -x 2 = 0 
-x ] + x 2 = 0 


x \ = '*2 


X \ *1 1 

X = = = x¡ 

* 2 } L*iJ L 1 


Luego x " = j es un vector propio asociado a = 4 


Luego P = 


p-t _ 2 


P~'AP = 2 


2 3 11 1 

I L l 3 JL - 1 1 

2, 


"2_i i_2 

2 2 2 2 r 1 1 


3 1 1 3-1 1 

—1— —+— l 

. 2222 . 


1 -1 ir 1 n 120 


2 2-1 1 0 4 


Luego A es una matriz diagonalizable. 

TEOREMA.- 


Una matriz A de orden nxn es diagonizable sí y sólo sí tiene n vectores propios 
linealmente independiente. 


En tal caso, la matriz diagonal D semejante a A está dado por: 
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i, 0 0 ... 0 

o v o ... o 

0 0 Áj ... o 

D - . 

o o o ... x n 

donde A,, Á 2 ,...,Á„ son los valores propios de A. 

Si P es una matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente 
independiente de A, entonces D = P 1 AP. 

Demostración 

Primero se supone que A tiene n vectores propios linealmente independiente 
v,, v, v„ que corresponde a los valores propios (no necesariamente 

diferentes) ,A 2 ,—,Á n . 



Entonces P es inversible ya que sus columnas son linealmente independiente. 




Ahora bien. 
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a \\ a \2 


... a {n P u P ]2 ■ ■■ P\„ 

... a 2 „ P 2 \ P ¡2 ■■■ Pin 


_&n\ **n2 *•* a w/i JL^il *** 


y se ve que la columna i de AP es A = - Av¡ = A¡v¡, y así AP es la 


\P\ i ^P\i ■ 

\Pl 1 ^ 2^22 ' 


•• K P \n 
.. A. A. 


matriz cuya columna i es A¡v¡ y AP = 


A\P n \ A 2 P l:2 ... A n P„, 


Pu P¡2 

P> i Pr> 


Pu 1U o ... Ol U/}, Aaflj 

P>„ 0 ... 0 A]/^] A 2 A 2 


pero P£> = 


A„P>,; 


L^t P. 2 - Pnn\[0 0 ... A„ J V,2 - 

Entonces AP = PD y como P es inversible, se puede multiplicar ambos lados, 
por la izquierda por P -1 para obtener: D=P 1 AP 
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OBSERVACIÓN.- Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes. 

© A es diagonalizable. 

© A tiene n vectores propios linealmente independiente. 

OBSERVACIÓN.- Si una matriz A de orden nxn tiene n valores propios 
diferentes entonces A es diagonizable. 

'-1 4 -2 

Ejemplo.- Determinar si A = -3 4 0 es diagonizable. 

-3 1 3 _ 

Solución 

Calculando los valores propios de la matriz A. 

’ A + í -4 2 

P(A) = | AI-A\- 3 A-4 0 =0, desarrollando el determinante 

3 -1 A-3 

P(A.) = (X.- 1 )(X - 2)(A. - 3) = 0 => A, =1, A 2 =2, A 3 =3. 

'1 0 0 ' 

La matriz diagonal es D - 0 2 0 son los valores propios de A. 

0 0 3 

Ahora calculando los vectores propios de A para esto, cada valor de X 
resolvemos el sistema: (/.I - A)X = 0 de donde 
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entonces 


3x, - 4x 2 + 2 .x 3 = 0 

3jCj - 2x 2 = 0 
3x, -x 2 -jc 3 =0 



- 5x 2 + x 3 = 0 

6*i “y +*3=° 
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Luego x 



es un vector propio asociado a = 3 


'1 2 1] iW [3 -5 3 

Sea P= 1 3 3 => P' 1 = -1 3 -2 

1 3 4 j 0-11 
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'3 -5 3 Y-l 4 -2][l 2 f 

D = P~ l AP = -1 3 -2 -3 4 013 3 

0 -1 1 Jj_-3 1 3 J[l 3 4 

'3 -5 3 IT 1 2 1 

= -2 6 -4133 

0 -3 3 J[_l 3 4 

como D = P l AP => A es una matriz diagonizable. 

6.10. TEOREMA DE CAYLEY - HAMILTON.- 

TEOREMA 1.- Si P(X) y Q(A) son polinomios en la variable escalar 
X cuyos coeficientes de matrices cuadradas y sí 
P(X) = Q(X)(A - 13.) entonces P(A) = 0. 

Demostración 

Si Q(X) está dado por la ecuación: Q(A) = B 0 + B ] A + B 2 A 2 + ...+ B n A" 

P(A) = (B 0 +B¡A + B 2 A 2 +... + B„A" )(A-AI) 

= B 0 A + B,AA + B 2 AA 2 +...+ B„AA n - B 0 A - B¡A 2 - B 2 A 2 -...- B„A” +l 
P(A ) = B 0 A + B t AA + B 2 AA 2 +... + B n AA" - B 0 A - B¡A 2 - B 2 A 2 -...-B„A n+l 
sustituyendo A en lugar de X se obtiene: 

P(A) = B 0 A + B¡ A 2 + B 2 A 3 +... + B„ A " +l -B 0 A-B,A 2 -B 2 A* -,..-B„A n+I 


[1 

0 

0 ‘ 

= 0 

2 

0 

L° 

0 

3 


P(A) = 0 
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TEOREMA 2.- Toda matriz cuadrada satisface su propia ecuación 
característica, es decir, si P(X)=0 es la ecuación 
característica de A, entonces P(A) = 0. 

Demostración 

i — A 

a l\ a 22~^ •” a 2n 

Se tiene P(A) = det(/4 -AI) - 

a H i <*„ 2 ••• 

Es claro que cualquier factor de A - XI es un polinomio de X, así, la adjunta de 
A _ xi es una matriz de orden nxn en la que cada componente es un polinomio 

en X es decir: 

P U (A) P i2 (A) ... P U (A) 

P 2 ,(A) P 22 (A) ... P 2 M) 

adj(A - Al) = 

Esto significa que se puede pensar en adj(A - XI) como un polinomio, Q(X) en 
\ cuyos coeficientes son matrices de orden nxn. 

Luego det(A - XI) = [adj(A - XI)][A - XI) ••• <*> 

Pero det(A- XI) = P(X)I sí P(A) = )T ♦ «.-i-*""' +...+ a t A+a 0 
entonces se define: P(A) = P(A)1 - ATI + a m _ x A'~' +...+o,^ + a 0 l 
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por lo tanto, de (*) se tiene P(X.) = Q(A.)(A - A.I) 

Luego por el teorema (1) se tiene P(A) = 0. 

Ejemplo.- Calcular la matriz inversa aplicando el teorema CAYLEY - 
HAMILTON. 



Solución 

Calculando el polinomio característico de A 
A + 2 2 j 

P(A) = ¡AI-A\ = = A 2 + A- 12 

5 A 1 

Sea P(A) = A 2 +A-\2I = 0 ... (1) 
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Calculando el polinomio característico de A. 

A- 1 -2 -2 

P(A) = \AI-A\= 0 A-2 -1 =0 

1 -2 A-2 

P(A) = A 3 - 5A 2 + SA - 4 = 0 de donde 

P(A) = A 3 -5A 2 +8A~4 = 0 ... (1) 


multiplicando por A 1 a la ecuación (1) 

A 2 -5A + 8I-4A-' =0 => 4A~ ] = A 2 -5A + 8I 

' 1 2 2l 2 fl 2 2" Ti 0 0' 

4 A~' =0 21 -5 021 +8 010 

-1 2 2 1 2 2 0 0 1 


'-1 10 8l [ 3 -10 -10 

4A~' =-164+0 -2 -5 

-3 6 4j [-5 -10 -2 


4 A~' 





de donde A 


-1 




Ejemplo.- Sea Aek ,ax y f(x) = x i -2x 1 +x-\ su polinomio 
característico, prueba que A es invertible. 


Solución 
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Por el teorema de Cayley Hamilton, tenemos que 
/(A) = A 3 -2A 2 + A - / = 0 

A 3 -2Á 1 + A = 1 => A(A 2 -2A + ¡) = 1 sea B = A 2 -2A + I 
entonces AB = I por lo tanto A tiene inversa y la inversa de A es 
A~ l = A 2 -2A +1 

Ejemplo.- Sea Aek 3 * 3 , P(x) un polinomio, pruebe que si X es un valor 
propio de A, P(X) es un valor propio de P(A). 

Solución 

Sea el polinomio P(x) = ax 3 +bx 2 + ex+ d como Av = Xv, donde v * 0 
entonces 

A 3 v = A 3 v (aA) 3 v = (aA 3 )v 

A 2 v = A 2 v ^ (bA 2 )v = (bA 2 )v 
Av = Av (cA)v = (cA)v 

dv = dv dv = dv 

Sumando (aA 3 )v + (bA 2 )v + (cA)v + dv- (aA 3 )v + (bA 2 )v + (cA)v + dv 

(aA 3 +bA 2 +cA + dl)v = (aA 3 + bA 2 +cA + d)v => P(A)v = P(X)v 

P(X) es un auto valor de P(A) pues v * 0 entonces como, el proceso se 
cumple para cualquier polinomio P(X) entonces si X es un valor propio de 
A, se cumple que P(X) es un valor propio de P(A). 
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6.11. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

I) Encuentre los autovalores y autovectores correspondientes a las siguientes 
transformaciones lineales. 

0 T :R 2 -^R 2 tal que T(x,y) = (x + y, 2x + y) 

0 T : R 3 R 3 tal que T(x,y,z) = (x + y, x - y + 2z, 2x + y - z) 

0 T : R 4 -» R 3 tal que T(x,y,z,w) = (x, x + y. x + y + z, x + y + z + w) 

(7) T : R 1 -> R 2 tal que T(x,y) = (4x + 3y, 3x - 4y) 

(?) T:R 3 -*R 3 tal que T(x,y,z) = (2y - z, 2x - z, 2x - y) 

II) Estudiar si las siguientes aplicaciones lineales que se indican a continuación 
tienen como autovalores y auto vectores asociados los que se indican en cada 
uno de los casos: 

0 f(x,y) = (x + 2y, -y), X= 1, v = (l,0) 

0 f(x,y,z) = (x - y + z, y - 2z, x + 5z), X = 3, v = (1,1,1) 

0 f(x,y,z,w) = (x + y, x- z, y + z, w), X = 0 , v = (l,- 1 , 1 , 0 ) 

III) Obtener los autovalores y autovectores asociados si existen de las matrices 
siguientes con elementos en R. 



^ -2 -7 

©'"■12 
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© 10 12 

4 = (8) 4 = 

° 1 J w [o -1 

IV) Obtener los autovalores y autovectores asociado si existen de las matrices 
siguientes con elementos en R. 


4 


4 

4 0 l] P ° _5 1 [-2 0 1 ' 

© 4 = -2 1 0 © A= 1 -1 0 (ó) A = -6 -2 0 

-2 0 1J 11-2 L 19 5 ~ 4 . 

"-1 0 1 1 [501] [5 6 2 " 

© 4= -1 3 0 © 4= 1 1 0 @ 4= 0 -1 -8 

-4 13 -lj L -7 1 °J [l 0 ~ 2 . 

"5 6-3] [021] [25 -6" 

@4= -10 1 @ 4= -2 0 3 @4=46 -9 

1 2 -lj [-1 -3 0J [3 6 -8 

"12 3] [112] [ 0 1 0" 

@ 4 = 0 1 2 @4=121 @ 4= 0 0 1 

0 0 1 2 1 lj [-1 0 0 
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Sea A una matriz cuadrada de orden 3x3 tal que: AX = B, donde 
"2 0 0 ] [0 6 2 " 

x — 1 1 0 y ¿í = 3 3 2 obtener los valores y vectores propios de 

0 2 lj [_6 0 -1 

la matriz A. 


5 4 2 

Dada la matriz 4= 4 5 2 , hallar los valores y vectores propios de A y 
2 2 2 _ 

los espacios característico de A. 


Sea T: R } -* R* , una transformación lineal definida por T(x,y,z) - (x,y,0) 

a) Hallar la matriz A asociado a T. 

b) Hallar los valores y vectores propios de A. 

Dado la transformación linea! T: R } -> R 3 definido por T(x,y,z) = (x,y,-z), 
hallar los valores y vectores propios de la matriz A (A matriz asociado a T). 

Dado la transformación lineal T : R 3 —> R definido por 
T(x,y,z) = (2x + y + z, 2x + 3y + 4z, -x - y - 2z), hallar los valores y vectores 
propios de A (A matriz asociado a T). 


Hallar los valores y vectores propios 


"l -1 4" 

de la matriz 4=3 2 -1 y 

2 1 -1 


diagonalizar. 
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1 1 1 

Investigar si la siguiente matriz es diagonizable .4=0 1 I 

0 0 1 

[l I ol 

4 

Sea A= 0 - 0 
2 

0 - 1 
4 

a) Encuentre los valores propios reales y vectores propios de A 

b) Encuentre las matrices no singular P y P A y una matriz diagonal D tal 
que D = P~'AP. 


1 - 0 
2 

Sea A= 0 - 1 
2 

0 0 0 


a) Encuentre los valores propios reales y vectores propios de A. 

b) Encuentre las matrices no singular P ^ P~ ] y una matriz diagonal D tal 
que D = P~'AP. 


1 0 0 
Sí A= 0 -2 0 
0 0 0 


a) ¿Cuáles son los valores y vectores propios de A? 

b) Encuentre las matrices no singulares Py P ' y una matriz diagonal D tal 
que D = P~' AP . 
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a) Encuentre los valores y vectores propios de A. 

b) Encuentre la matriz P tal que P~' AP sea una matriz diagonal. 

‘2 -3 5' 

Si /4= 0 -1 5 
0 0 4 

a) Encuentre los valores y vectores propios de A. 

b) Encuentre la matriz P tal que P~ x AP sea una matriz diagonal. 


Sea T : P 2 -* P 2 definida por: 

T(a 0 + a l x + a 2 x 2 ) = (5a 0 +6^^ +2u 3 )-(ai +Sa 2 )x + (a 0 -2a 2 )x 2 


encuentre los vectores y valores propios de T. 

'l a b'l |T 

Si los vectores propios de la matriz 1 c d son 1 , 

J e f) ll 

determinar a,b,c,d,e y f. 



Encuentre los valores propios y los vectores propios para la transformación 
lineal dado. Determinar si existe o no una base c 2 de vectores propios para el 
dominio de T, encuentre si existe, una matriz diagonal que representa a T. 
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a) T : R 2 R 2 tal que T(x,y) = (2x + y, 2x + 3y) 

b) T: R 3 -> R 3 tal que T(x,y,z) = (x, x + y, x + y + z) 

c) T : R 3 R 3 tal que T(x,y,z) = (2x, 2y, 3z) 


d) T : R 3 -» R 3 tal que T(x,y,z) = (3x-^- + ^,4x-z,4x-2y + z) 

e) T : tal que T(x,y,z,w) = (3x, 2y, x + 2z, 2w) 

7 

O T: R 3 -> R 3 tal que T(x,y,z) = (x +z,0,-x +y + — z) 


g) T. R 3 R 3 tal que T(x,y,z) = (3x + 2y + 4z, 2x + 2z, 4x + 2y +3z) 


(Í 7 ) Encuentre una matriz P que diagonalice a A, y determinar P 1 AP, donde: 


a) 


c) 



Determinar si A es diagonizable, en caso de que así sea, encuentre una matriz P 


que diagonalice a A. 


'19 -9 -6l ["-I 4 -2"j Í5 0 0 

a) ¿*25-11-9 b) ¿=-3 4 0 c) ¿=150 

17 -9-4 -3 1 3 [O 1 5_ 
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'-2 

0 

0 

0' 


'-2 

0 

0 

0^ 

0 

-2 

0 

0 

e) ¿ = 

0 

-2 

5 

-5 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

1 

3 


0 

0 

0 

3 


d) ¿ = 


a b 

Sea ¿ = , demuestre que: 

c d 


a) A es diagonizable sí (a-d) 2 + 4abc > 0 

b) A no es diagonizable sí (a-d) + 4 abe < 0 

Determine los valores y vectores propios de la matriz A y determine si A es 
diagonizable, si lo es encuentre P tal que P i AP = D. 


a) ¿ = 


-2 -2 
-5 1 


b) ¿ = 


3 -1 

-2 4 


c) ¿ = 


2 -1 
5 -2 


d) ¿ = 


3 -5 
1 -1 


e) ¿ = 


3 2 
-5 i 


1 -1 

¿= -1 2 

0 -1 


'l 1-2“ 

g) ¿=-12 1 

0 1 -1 


3 -1 -1 


7-2-4 


h) ¿= 1 1 -1 i) ¿= 3 0 -2 


1 -1 1 


-2 -3 


’4 6 6 

j) ¿ = 1 3 2 

-1 -5 -2 


T-3 -7 -5' 
k) ¿= 2 4 3 

1 2 2 _ 


3 0 0 

I) ¿=001 
0 0 2 
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Sea X el autovalor de la transformación lineal T: V -» V, demostrar que el 
conjunto formado por los autovectores asociados a X y el vector nulo es 
subespacio de V. 

Suponga que A, y Á 2 sus autovalores diferentes y distintos de cero de 
T : R 2 —> R 2 , Demostrar que: 


a) Los auto vectores v, y v 2 correspondientes son linealmente 
independiente. 

b) TXv,) y 7 '(v 2 ) son linealmente independiente. 

Encuentre la matriz ortogonal Q que diagonaliza la matriz simétrica dada, 
después verifique que Q' AQ = D , una matriz cuyas componentes diagonales 
son los valores propios de A. 


a) 





c) 



"1 -1 - 1 ] [-1 2 2 l [ 1 - 10 ' 

d) A= -1 1 -1 e) A= 2 -1 2 f) A= -1 2 -1 

- 1-11 2 2 1 0-11 


Dadas las matrices siguientes: 


'9-4-7 1 ' 

7 6-7-7 

8 —4 -6 -8 ’ 

9 0 -9 1 


15 0 -9 -5 

7 6-7-7 

14 0 -8 -14 
9 0-91 


9 0-3-1 
6 6 - 6-6 

10 5 1 
-2 0 2 8 


se pide: 
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a) Hallar sus autovalores y autovectores. 

b) Determinar si son diagonalizables, calculando cuando sea posible las 
matrices P no singular y D diagonal para que se verifique A = PDP 

Estudiar para que valores de los parámetros son diagonizables las matrices. 

’l a 1 2a 0 2a 

A= 0 1 10 , A= 1 a 2 

0 0 c -a 0 -a 


Encuentre la ecuación característica y los valores y vectores propios de las 
siguientes matrices: 

; i [2 10 01 

r- _ , — i r i- 11 


a) A= 0 -1 -8 b) A = 1 10 

10 - 2 , -710 


4 0 1 


c) A = 


0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 5 


d) A= -2 1 0 
-2 0 1 


Encuentre los valores propios de A 9 , sí: 


7 1 

2' 

' -2 

0 

-36' 

-1 7 

0 

t) A= 0 

-3 

0 

1 -1 

6 

_-36 

0 

-23 



n 3 7 lll 




0-138 
0 0-24 

0 0 0 2 


(2^ Aplicando el teorema de CAYLEY - HAMIL1ON, hallar A , sí: 

'3 1 0 0 0 ' 

1 3 0 0 0 

jl= 0 0 2 1 1 

0 0 12 1 
0 0 1 12 
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Ver si las matrices A y B son semejantes o no, si lo fueran, encontrar una 
matriz P tal que P 1 AP = B . 


0 1 0 


0 0 0 


A= 0 0 1 , 5= 1 0 0 

0 o oj [o 1 0 

'-1 4 -2 

Encuentre una matriz P que diagonalice a la matriz A; sí A = -3 4 0 

-3 1 3 

Hallar la matriz P, si existe, que diagonalice a cada una de las matrices. 


a) A = \ 


3 0 0 0 
0 3 0 0 
0 0 12 
0 0 3 2 


b) A=\ 


- 2-10 0 
0 7 0 0 

0 0 10 

0 0 0 1 


Hallar la matriz A de orden 3x3 que tiene como valores propios: A¡ =-l, 

r 2^ f-2] f 1 > 

A 2 =2 y A } =5 y como vectores propios 2 , 1 y -2 

J/ V ^ > k 2 J 

respectivamente. 

Si los valores propios de una matriz A son A, =1 y A 2 =-l y los vectores 
propios correspondientes son y , hallar la matriz B que cumple con la 

Iw 


relación P AP = B donde P- 


2 -3 


Probar que Ay A 1 tienen el mismo polinomio característico. 
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Encontrar los valores y vectores propios de las matrices dadas. 


3 2 4] [-5 -5 -9] ü T-l -3 -9' 

a) A = 2 0 2 b) Á 8 . 9 18 c) A= 0 5 18 

4 2 3j [-2 -3 —7j [o -2 -7 

6.12. FORMAS BILINEALES.- 

DEF1NICIÓN.- Sean (V,+,k„) un espacio vectorial y f una función de F 2 
en k, entonces la función f: VxV —> k es una forma 
bilineal sobre V sí y sólo sí es lineal respecto a los dos argumentos es decir: 
f: VxV —> k es forma bilineal sobre V si satisface: 


i) Linealidad respecto al primer argumento. 

f(ax + bx\y) = af(x,y) + bf(x',y) 

ii) Linealidad respecto al segundo argumento. 

f(x,cy + dy') = cf(x,y) + df(x,y') Y x,y,x',y'eV , a,b,c,d e k 

OBSERVACIÓN.- 

Si fes una forma bilineal sobre V, entonces se verifica que: 

f(ax,y) = afl(x,y) = f(x,ay) 

Ejemplo.- Sea g : V 2 -> k una forma bilineal, demuestre que g y :V->k 
definida por g y (x) = g(x, y) es una forma lineal. 

Solución 

g y (ax) = g(ax, y) = ag(x, y) = ag y (x) 
g y (ay) = g(x* ay) = ag(x, y) = ag y (y) 
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En efecto, si x e y son dos valores cualquiera de V, que expresado en términos 
de la base [V] es; 


n n n n 

/(*> y )=/(]T ^yj v j ) = (v ‘ ’ Vj) 


í=í y=i 


1*1 j=\ 


n n 

=XX a ^' >v=x/,> ' 


¡=i y=i 

donde x e y son las matrices columnas cuyos elementos son las coordenadas de 
x e y respecto de la base [V], 

6.14. FORMA BILINEAL SIMÉTRICA.- 

DEFINICIÓN.- La forma bilineal /; V 2 -> k es simétrica sí y sólo sí 


f(x,y) = f(y,x), V x,y e V 


PROPIEDADES 


La matriz A e k " x " representa una forma bilineal sí y sólo sí A es simétrica. 

© Sea f la forma bilineal simétrica asociada a A, f es simétrica » 
f(x,y) = %,x) => x' Ay - y' Ax 

© Sea A simétrica, entonces: 

f(x,y) = x'Ay = (x 1 Áy)' = y' A 1 x = y' Ax = f(y,x) 

Luego f es simétrica 


Ejemplo.- Determinar la forma escalar de las formas cuadráticas asociadas a 
las formas bilineales g(x,y) = x'Ay en los siguientes casos: 
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3 

-V2 

0 

1 

0 0' 

i) A = 


1 

0 

, ii) A= 0 

-1 0 


0 

0 

-1 

0 

0 1 


Solución 

3 -y¡2 olr^- 

g(x,>') = (jC|,Jc 2 ,x 3 ) -y¡2 1 0 y 2 

0 0-1 [y 3 

Vi" 

= (3x, - 4lx 2 , -VLr, + x 2 ,-jt 3 ) y 2 

>3. 

= 3JC, V, - VLr 2 y, - jlx x y 2 + x 2 y 2 -x 3 y 3 

Ejemplo.- Desarrollar la forma bilineal simétrica asociada a la matriz A, 

'l -1 2" 

siendo: A = -1 3 1 

2 1 -2 

Solución 

'1 -1 2‘jUl . 

/(*, >0 = x'-dy = (jC], x 2 > *3) -13 1 y 2 

_ 2 1 ~ 2 JU. 

.Vi ’ 

= (X| -x 2 -+-2jc 3 , — jc,3jc 2 +* 3 , 2 ;c 1 + x 2 -2x 3 ) y 2 

[yj. 

= x l y { -x 2 y l +2x 3 y¡ -x l y 2 +3 x 2 y 2 + x 3 .y 2 + 2.v,j' 3 + x 2 y 3 -2jt 3 .v 3 
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Ejemplo.- Desarrollar la forma bilineal simétrica asociada a la matriz A, 

' 1 -1 2 

siendo: A = -1 3 1 

2 1 -2 

Solución 


1 -1 2 

f(x,y) = x‘Ay=(x l ,x 2 ,x 3 ) -1 3 1 


1 -2JL>-3 


Vi 

= (x, -x 2 +2x 3 , -jc, +3x 2 + x 3 , 2.í| + x 2 - 2x 3 ) y 2 

_y 3 

= -x 2 y, +2x 3 y¡ -X x y 2 + 3x 2 y 2 +x 3 y 2 +2x l y 3 +x 2 y 3 -2x 3 y 3 

j 6.15. FOR3VIAS CUADRÁTICAS.- 

DEFINIC1ÓN.- Sean (V,+,k,.) un espacio vectorial de dimensión finita y 
g : V 2 -> k una forma bilineal simétrica sobre V 
entonces una forma cuadrática asociada a la forma bilineal simétrica g es la 
función f: V -> k definida por fi(x) = g(x,x) = <x,x> donde 



Si V = k" y si As k' LW es la matriz simétrica de la forma bilineal g, entonces 
la forma cuadrática asociada está definida por: 


a n 

/(*) = = a i/x¡y¡. 

/<•! j -1 
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observamos que el desarrollo de una forma cuadrática, en términos de las 
variables x, ,x 2 ,—,x n , corresponde a un polinomio homogéneo de grado 2 
donde los coeficientes de los términos cuadráticos son los elementos de la 
diagonal de la matriz simétrica correspondiente, y cada coeficiente de un 
término rectangular x,x, es el duplo del elemento Q t) de la ecuación. 

DEFINICIÓN.- Una forma cuadrática x' Ax es no degenerada sí y sólo sí A 
es no singular. 

La matriz correspondiente a la forma cuadrática /: R -+ R definida por: 

' 1 - 12 ' 

/(x) = x 2 +2x 2 +2xf-2x,x 2 +3X[X 3 es A= -1 2 0 

2 0 2 

Ejemplo.- Determinar la matriz de la forma cuadrática sobre R 3 definida 

por /(x,,x 2 ,x 3 ) = x 2 -4x,x 2 +2x 2 2 

Solución 



Ejemplo.- 


La matriz de la forma cuadrática /{x, y) - ax 2 + hxy + cy 2 es: 
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x, 

x 2 

DEFINICIÓN.- Sea V - y sea A una matriz simétrica de nxn entonces 

3 . 

una forma cuadrática en x t ,x 2 ,...,x n es un exponente de la 
forma: f(x\,x- í ,...,x„) = Av.v 

Ejemplo.- Encuentre una matriz simétrica A, tal que la forma cuadrática se 
puede escribir en la forma AX.X 

1) x 2 + 2x)x 2 + x 2 +4x,x 3 + X 2 X, -t-3x 3 " +7 x,x 4 -2x 2 x 4 +x 4 

Solución 



© Hallar la matriz simétrica que corresponde a cada uno de las siguientes formas 
cuadráticas. 

a) /(x,y) = 4x 2 -6xy-7y 2 b) f(x,y) = xy + y 2 

c) f(x,y,z) = 2x 2 +4xy-y 2 +8xz-6.vz + 3z i 
A) f(x,y,z) = x 2 - 2yz + 5xz 
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ÍT) Hallar una matriz ortogonal de Transformación de coordenadas que 
diagonalice la forma cuadrática f(x,y) = 16jc 2 +24xy + 9y~ , así como la 
relación que existe entre las coordenadas iguales (x,y) y la transformación 

(*',/)• 

3 ) Sea g : V 2 -> k una forma bilineal. Demostrar que g v : V -> k , definida por 
g v (^ r) = g(x, y) es una forma lineal. 

4^ Una función bilineal f sobre R J está caracterizada por la matriz 

‘1 2 -f 
1 0 -2 . 

0 1 1 

i) Obtener f(x,y) 

ii) Determinar la matriz de {(l,l.fMUU0),0,0,0)} 

5^ Sean g una forma bilineal simétrica sobre V y f la forma cuadrática asociada. 
Demostrar que: 


i) g(x,y) = \[f(x + y)-f{x-y)} 

4 

¡i) g (x, y) = j [/(x + y) - f{x) - /(y)] 


ó) Determinar la matriz de la forma cuadrática sobre R } definida por 
f(X \, x 2 . *3) = x \ - 4x \ x 2 + 2*1 


Bibliografía 


387 


'bibliografía 

(T) Fundamentales of Linear Algebra por KATSUMINOMIZU 

(T) Elementos de Algebra Lineal por LOWELL J. PAIGE y J. DEAN SWIFT 

(¿) Algebra y Análisis de Funciones Elementales por M. POTAPOV, V. 

ALEXANDROV 

(T) Algebra Lineal por KOLMAN BER.NARD 

(?) Algebra Lineal por SEYMOUR LIPSCHUTZ 

(ó) Algebra Superior por A. G. KUROSCH 

( 7 } Algebra Lineal por SERGE LANG 

(?) Introducción al Algebra Lineal por MISCHA COTLAR 

@ Linear Algebra por ROBERT R. STOLL y EDYVARD T. WONG 

(ío) Linear Algebra por GEORGI E. SHILOV 

(Ti) Algebra Lineal por JORGE ANTONIO LUDLOW - WIECHERS 

(Í2) Introducción al Algebra Lineal por HOWARD ANTON 

(í?) Algebra Lineal por PALERMO SAENZ, FRANCISCO JOSE VASQUEZ 

(m) Algebra Lineal por STANLEY I. GROSSMAN 

(í?) Problemas de Algebra Lineal por D. FADDIEEV, I. SOMINSKI 

© Fundamentos de Algebra Lineal por A. 1. MALTSEV 

© Introducción al Algebra Lineal por B.C. TETRA 

© Algebra Lineal por JOSEPH HE1NHOLD y BRUNO RIEDMÜLLER 






